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01eiclnmg und Eigenschaften der Röhrenfllleliai. 

Von V. KoMMEKELL iu lieutkugcn. 

1. Glei(Amg der SährenfJ'if'h'n. — Bonnet*) und Bour^) hal)«i 
einen Weg zur Herleitnng einer fliehe TOn gegebenen Eigenschaften 
in der G an fs sehen Parameterfomi angegeben, der im folgendem be- 
nutzt und dalipr zunächst Icnrz skizziert werden soll.') 

Zwischen den sechs Fundamentaigrörsen J'j, F, G, D, T>', D", 
welche aus den von Oauis m seinf^n bekainteu DisquisitioneH ireue- 
rales circa superficies curvas eingelührten durch Division mit y K(i —F^ 
hervorgehen, bestehen drei partielle Dilfereutialgleichnngeii*), die sich 
aus gewissen Integrubilitütsbediugungen ergeben. 8ie lauten: 
DD' — D'^ i/dp' cp , , , „ \ 



(1) 

(2) 

(3) 
wo: 

und: 



(4) 



1) Bonnet, Joum. fic. Pol. Cah. 62, 31 tf. 1867. 
S) Boar, Jonm. fie. Fol. Cah. 89, 88. 1868. 

3) Vgl. hierzu: Stahl «. Komm ereil, Grandfoimela der aUgetneinen 

Flikhfiitheorie. § 8. 

4j Gl. (1) findet «ich bei Oaufs, Disqu. geu, Ai-t. 11 u. 12, (2) u. (.S) b«i 
Mainardi, Gioniale dell* Istitoto Lombardo. T. IX, S»&, 18&0 und Codaazi, 
Ann. di Mai S, 878, 1868. 

ArsMT im MaÜMiMttk ud Fh^illr. m. Baiha. m. 1 
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2 V. Kommobll: 

Naelideiii dureli eine paasende Wahl der Parameter u und v zwei 
der sediB Fnndame&tatgrSfiBen beefcunznt eind, bestehen awiedien den 

vier übrigen die drei Gleichangen (1) bis (8), nebet der die Eigenschaft 

der Flünhe bestimmenden Gleichiuigy zusammen also vier, aus welchen 
die vier Gröben in Pnnktion Ton U und v zu ermitteln sind. Diese 

Methode ist jedoch bis jetzt nur in eiiifarhou ITiIUni (lurchgeführt, 
z. B. bei Minimalfliichon. * 1 Sehon hei Fläehen konshtiiter mittlerer 
KrUmmimg und kom>tautea KrümuuiiigsiiiHlHes stöfst man auf par- 
tielle Differentialsrloiphnn<jen, deren Intoi^mtiou noch nicht geleistet ist.*) 
Sind uuu die !• uimaiucutalgröfiäen in der angegebenen Weise bestimmt, 
so sind drei Tripel partikulärer Integrale für das folgende simultane 
System in den abbSagigen Yanabeln 0,0^,0,20 bestimmen*): 



J"; - (Da -f pa, + 30,) = 0; - (D'a + q'a,) = 0; 

^ - (D'a+j,'a,+«'a.)-0; |^ (D^a + p'\ + q"a,) - 0. 



(6) 



Hierbei ist: 

ig' A'- FD' - Glh a = FD - ED'; 
\(f"A''^FD" -GD'i 6 "A^==FD' -ED". 

Die Integrabilitätsbedingungen des Systems (5) sind durch die 
Gleichungen (1) bis (3) daigeetdU. 

Sind ir„, r^, r^: t/,,, f/j, s^^, , z., drei linear iinahbängige Wert- 
systeme (deren Detenninanto also uiclkt verschwindet), welche, für 
a, ttj, o, pingesetzt, das System befriedigen, so sind die Koordinaten 
Xf tff 0 der Fläche bestimmt durch die Gleichungen: 



0) 



Die Konstanten lo> ^Jo> So? lj> ?s unterliegen hierbei 

noch der Bedingung, dafs sie die Koordinaten der Endpunkte dreier 
konjugierten Durchmesser der folgeutieii Fläelie 2. Ordnung sind: 

(8) Jf„fe« + Jf« V + + 2 J^iifi + 2 M^ti + 2 M^in = 1, 

1) S. GruQdformeln, $ 12. 

«) Chnmdfonneb, % 9. CR. (It), (13), (U). 

8} Ebends^ § 7, Ol. («). 
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Glddumg und EigeDeehsften dar Aöhrenfl&chen. 3 
deren Koeffizienten Mit dardi folgende Oleidmngen bertimmi Bind: 



(9) 



Die vier Qbrigen ergeben sicih dnreb sfyUisclie Yertaiuchung Ton 

Bieeee lücir nur in seinen Bjwp^iinkten und obne Beweis an- 
gegebene Yezfalixen soll nun angewendet werden auf die Flächen, für 
wddte der eine Hauptkrimmur^sradius jR, konstant is(. Wählen wir als 
Pawmeterkurvcn die Krümmungslinien, wodurch Z)' = F=0 wird^ so 
sich die Gleiobongni (1)— (3) in folgende Form bringen^): 



^^^^ duK^E du J'^Ii \yo dv } Ä, Ä, ' 

nn aig/A' i ai?.. 

^«VA^ El !^ 

^^^^ du JS;(Ä,-J?,) a»* 

Ferner ist für dieses raramctorsystein: 

Hierzu kommt noch die GleicbTing;: 7?, const. Diese Konstante sei 
mit w bezeichnet Gleichung (11) crgiebt dann: 

dv " 

woraus folgt, dafs E Funktion von w allein ist. Diese Funktion kann 
nubeechadct der Allgemeinheit gleich einer Konstante gesetst werden*), 
also z. B. 

(14) E - 

Dann folgt ans (13): D ~ 10. Gleichnng (12) ergiebt: -||^- » 

n / - ^ — ; oder inteirriert: VG = -^-^ , wo die willkürliche 
Funktion V von v allein « 1 gesetzt werden kann, so dafs man hat: 

l) Cirandlormcln, § 9, GL (6) u. (9).- 
S) Ebenda, 8. S6. Not» a. 

1* 
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4 V. KoMMKUU.: 

od«r naeh i?^ aafgelösfe: 

(16) A--^- 

Gellt man mit diesem Wort in Gleichimg {10) ein, so erhält man 
für Cr die pariiuUe J:)iifert;iilialgieicliung: 

(«) '^^r — + 



(18) = F1CO8M+ F,8in«- l, 

wo und Vj willkarliehe Funktionen tob v aUein sind. Aus (16) 
und (18) folgt simichrt: 

^jgv P ^ «H Vi C08 « + r, waw— 1) . 

^ ' , I'', CO» it -f- F, «n 1» ' 

und hieraw in Verbindnng mit (13): 

\2Ü) i> =■ ^(Fjcostt + Fjsinu— l)(FjCOstt 4- y\amu). 

Nun ist das Bimnlfane Syatom (5) zu integriereiL Die drei links 
stehenden Gleiehmigen dessdben nehmen die Fonn an: 



(21) 



\du^ 19 » du » 



Differenziert man die beiden ersten Gleichungen nach so ergiebt sich: 

-5— y"» r — «; ^,^=ttv = — 0,; 

and hieraus durch Integration: 

(22) a — 7^ sin« -f- F4 cos«; a, — — w(Vi cos« — sin «). 

Die dritte (ileichung üUist sich direkt integrieren und giebt: 
(28) «. - F.l/^. 

Die drei rechts stehenden Gleichungen des Sjstems (5) erhalten 
die Form: 

ö ^ » dv du ^ » 

_ j)"„ + . ' 1^ «, _ '»'v:« „, =. 0. 
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Oleiehnng and EigWMchitften- der fidhremfllLdiaii. 5 

Gfeht mui in diese Gleiehimgett mit den gefundenm Warten ein, 
80 erfaSlt man doreh eine eisfiwhe Beehnnng fttr die fBnf FnnlctioneD 
**;Vi folgende diei Bedingongagleicliangen: 

Die Aufgabe ist jetst abo, onterBerQdnichtigung dieser Gleidbungeu 
ans (22) nnd (2S) drei linear unabhängige pertiknlSre Integrale an finden. 
Die Gleichnngen (24) stimmen nun voHstanlig tlbeiem mit den bekannten 

Freuet Hohen Gleichungen, welche zwischen dem Krümmungs- und 
TorsionsiadinB einer beliebigen Haumkurve R' und den Cosinus der 
Neigungswinkel ihrer Tangente, Hauptnormalo und Biuormale gegen 
die Koordinatenachsen hi stehen. Bezeichnet man: den Krümmungs- 
radius mit r', den Tor-sionsnulius mit q', die Neigungswinkel der 
Ta]i<j:t'ut« mit a', ß', y\ die der ilauptnonnale mit i', i»', die der 
Binormale mit li',{i',v', so gelten die Gleichungen'): 

/aax cicoaa' cosi' dconi' coai' dconV /cos«' , cokI'x 

(2Ö) ^5 -^s ^-(-..-+-^, ); 

nebst den durch zyklische Vertauschung aus ihnen hervorgehenden. 
Die willkürlichen Funktionen F,, . . ., Fg drücken sich also sehr einlach 
aus durch die ob^i genannten Elemente einer hcUMtfen Maumlcurvc IV. 
Wir haben nur a» set»m; 

so erhalten wir die gesuchten drei paitikaliren Integrale, indem wir 
Vif F4, F5 der Reihe nach die folgmden W«rte geben: 

F5 <»C0SA', cosfi', cos»-'; F^ = cos«', WBß'f 008 y'; 
K5 — — 008 r, — cosm', — cosn'; 

wo die eingeführten Radien und Winkel einer f;anz heliebigen K^ium- 
kurve zugehören, deren Bogenelement dv' ist. Die drei Systeme von 
partikulären Integralen des Systems (5) sind nun: 

Xq — cos A ' sin « ~f cos u ' üo.s a ; 
jfj a» — w (cos cos « — cos a sin m)j 

nebst den entsprechenden Gleichungen in y und z. Die auf die Raum- 
kurven bezflglichen Gröisen sind hierbei natürlich sämtlich Funktionen 
von V allein. 



(27) 



(SJ8) 



S) Grandfomefai f 18» GL (10), (11)» (U). 
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ß V, KOMMKIIKM.; 

Eb eind nun noch die Koeffizi«siteii Jfa der Glttduing (8) zu 
bflden. Ans (9) ergiebt sieh dnrcli eine elnfiidie Becbnimg: 

Ebenso: J/„ = Jt/„ - 1 ; = JW,i = M^^ « 0. 
Somit erhalt Gleiidnmg die Form: 

l» + i?» + g»=l; 

d. i. eine Kugel vom Kadins 1. Ms Endpunkte konjugierter Durch- 
messer nimmt uum am einfachsten die Achaenschnittpunkte und er- 
hält so: ' 

lp-1, 1,0-0, ;,-0j 6t»0, «,-0, %-0, {^-1; 

also: 

ttj = — — «c(cosA'coBi« — cos«' sin tf); 

und hieraus scbiielslich: 

x^jemV — w(ooel'Bintt + cosa'costt); 
(29) ' ff = JeoBm'dv' — »(co8|t'aintt + cos^'cosi*); 

s '^J cos n' dy' — w \cos v' »in m -j- cos y ' cos «). 

Dies ist die GkiUSvmg dergesvdiimFlä^ m Krümimiati^paramdarH, 
Eigenachaßm der BShrmfiädtm. — Es soll nun nachgewiesen 
weiden, da& die dnzch (39) dargestellten Fliehen EStArm/locftai sind, 
d. h. dab sie ensengt weiden dnrdi Bewegung eines Sieises von kon- 
stantem Radios, dessen Mittdpnnkt sieb auf einer Raumkurve be- 
wegt, während seine Ebene stets normal zu der Raunikurve bleibt. 
Die Gleichnug einer solchen Flache ist leidit direkt aufinisteUen. 

Es seien 

x=-f(v)^ y^q>{v)] z=Hv) 

die Gleichungen der Leitkurve, fr der Radius des erzeugenden Kreises, 
I, t}^ ^ die Winkel, die der von einem Punkte A(x,y,~ ^ der Loitkune 
nach einem PTinkie B(X, Y, Z) des '/u gehörigen erzeugendeu Kreises 
gezogene Uadius mit den Koordinatenachsen macht, so i»t: 

X— a;«-wco8|; F— y — woos^; Z — « — woosg. 

Bezeidbnet man nodi mit 9 den Winkel^ den der Badins AB mit 
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Oleichmig und ESgeniohaftttt der B61ireiillftdi»i. 7 

der durch Ä gehenden Hauptnormaie d«r Leitkunre bildet, so tmgjt 
eine einfache geometariache Überlegnng, dab 

eoet coB« cot d + cos y sin 9 

ist. Die Gleichungen der Röhreudäche lauten also in den Parametern v 
und d: 

. f(v) -j- w{<s(mI c08^ + GOsAsind); 

(298) r"-= (p{v) + wicOBmconit + cos/xsind); 

Z = tiv) -\- w (cos n cos d + cos v ain Ö). 

Die Winkel l, m, n; l, ft, v sind hierbei Funktionen von v allein. 

Um nun die ÜbereinstimmuTig dvT Gleichungen (29) und (29 a) nach- 
zuweisen, sind die ersteren noch etwas umzuformen. Dies geschieht 

durch Einführung einor ziceifen Kirainkiirve 7? (ohne Index), als deren 
Kvohäe die ol)en i iiLn tiihrt'*? H' anzusehen ist. Bezeielinet man alle 
auf die zweite Rauinkurve Ii bezüglichen Gröfsen ohne Index, so be- 
stehen die Gleich uugeu^): 

( cos r — cos a: cosa' oosvcos^ + sinTCoel: 
( coB A COS T 008 A — am V COS I. 

Die GrÖlse t ist hierbei die BogeidSnge der Kurve, welche auf 
der Euheitskngel (in der von Ganfs*) eingef&hrten q^hSriechen Ab- 
bildong) den geomefanaehen Ort der Bilder dw Binormale dantelll^ 
oder die Summe aller, in Bogenmafs gemesBeneoi, Torsionswinkel dt 

Ton einem bestimmten Anfangspunkt an; sie möge kurz als „Gesamt- 
torsion'' bezeichnet werden. FOhrt man die Gleichnngeoi (30) in (29) 
ein, so erhält man: 

*c = — J*co&ttdv — w [sin [ti -\- 1) cos X 4- co8(u -f t) cos l] u. a. w. 

Nehmen wir nun 
(31) « = y = ^ = *(«> 

als Gleiebnngen der neu «ngef&hrten Banmkarra ü an, so haben wir,, 
wenn wieder v die Bogenlai^ der Enrre bedeutet: 

OOS« =- f '{v)] cosß ^ 9' (v); cos y = ^'(*^)- 



1} Vgl. Serret- Heraaok, Lehrbach der IKf. n. lai-Beehaniig, L TdL 
Nr. SSa. Die dort aofkratende Litegtatiomkotistaiite 9 iit » 0 gwelEi 
Dtiq. gea. Art 6. 
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(82) 



(33) 



S V. KoMMr.Ki:i.L : 

Dies eingesetzt ergebt, wenn num die Vonaicliui ändert und die 
Integration atieiUhrt: 

/"(») + «? [cm i co«(« + r) + coBABin(« + «)]; 
p *• ^(tf) + [cos m coe (tt + t) + cosj» Bin(tt + v)]; 
g = ^(9) + i9[eo8« coB(tt + + coe vam(tt + 

Diese Gleichungen stimmen nun ToUstandig mit (20 a) ubeiein, nur 
dalÜB der dort d genannte Winkel hier mit (u -\- t) bezeichnet ist Die 
FUkhen By = eonst. eind also in der That B&irmfiäduM, und zwar aind 
sie in (29) und (32) dnrcli ^Onunmigspananeter dargeetellt. Letastem 
lalst sich anoh nachtrSi^ieh noeh einmal darthun, indem man die 
aedis Oanfsschen Fundamentalgrotben fllr (32) anfttdlt. Man findet 

D = - w; D'»= 0; D" - * cos (m + i^) [l - *J «os (w + t)]. 

Hieraus lassen sich sofort die beiden Uauptkrümmnugsradien und 
finden. Es ist: 

(84) JJ.--»i B,-'.^^+J>.. 

Es ißt uiui geometrisch leicht «nizusL'li(ja, dafs für die Röhren- 
flächen das eine System von Erünunungälinien (y — const.) von den 
erzeugenden Kreisen gebildet wird. AucJt analytisch erhalt man diea 
Resultat leieht^ indem man in (32) v einen bestimmten Wert giebl^ 
d. L einen festen Punkt der Leitkurre mit den Koordinaten 

iitinimnit; hriugt man diese Gröfsen auf die linke Seite, quadriert und 
addiert, so ergiebt sich: 

(35) {X - -f (i/ - y,y -^{z- e^y - 11^. 

Multipliziert mnn di<- drei Gleichungen mit cos«, co»ß und cos^r nnd 

addiert, so erhillt mau: 

(3ö) (« — j^)co8a + (y — yi)eoB/I + (ß — Si)coBy = 0, 

Die Qleichongen (35) und (36) sagen aus, dafs die Entfernung der 
Punkte x,y.e und arj, y,, jTj = ist, und dals ihre Verbindimgalinie 
auf der Kurrentangente raikrecht steht, d. h. dafs jeder Punkt x, y, z 
der Kurve v <-> auf dem zu «j, if^, gehörigen erzeugenden Kreise 

liegt. Wir haben also: 

1. Satz. Attf' jeder Jlöhrm/läclic wird dm eine System twi Krüm^ 
umigsMmm von dm erseugenden Kreisen gebildeL 
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In V«rbmdimg mit (14) folgt djinnu: 

2. Sats. Aiuf jeäer BS^ra^ädie isi äer eine SsH^päsTämmui^ 
radku honskmt und awar gleich dem Badms des ereeugenden Kreises. 

Dft ferner die Gleiduingen (32) dadmeli in (29 a) abogeAÜirt weräea, 
dab u-^t^d geeetst wird, so ist lang« jeder KrOmmongBlinie der 
Schar u const. der Winkel d um eine konstante GrSJee ron t ver* 
ediieden. Im folgenden sei unter „KrSnmrangfllinienf' stete die Seliar 
u consi Yentandoi. Wir haben dann also: 

3. Satz. Auf jeder RoJarenfimAe id der Centrlmnkel, den em von 
Punkte A der Leißeuree nach einem PunJde B des zugehörigen 

erzeugenden Kreises gezogener Radius mit der Hauptnormale des Punktes 
A macht länfjs einer KnimmungsUme um eine konstante Oröfse von der 

Gesamttarsion verschieden. 

Noch otwns einfacher liilst sich ilieser Satz aussprechen, wenn man den 
Ort der Schnitt])unkte der ilauptnormale mit der Röhrenfläche einführt^ 
der als ,^ormalenkurve" bezeichnet werden möge. Er lautet daim; 

Auf jeder Böhrenflckhe ist der Centriwinkel, der zu einem zwischen 
den Narmalenl urcen und einer idiiiri;/en Krümmungslinie liegenden Bogen 
eines erzettgetiäen Kreises gehört, gleich der Gesamttorsion t der Leii- 
kurve, diese gemessen von d&n MiUdpunkte des anzeigenden Kreises^ 
dar Amift dm Sth^^pmiist jener Krümsrnm^dime m«^ der Isformiidm- 
kurve geht 

Die GlMcbnngen (32) etellen., w«Eiin man aneh noch w als ver- 
änderlieh ansiehti ein dmfiuh or&ugonaks System Tor. Denn ee ia^ 
■wie man leicht finikt: 

dx dx ^1 3« dx ^1 dx dx 

Diesee diei&ch orthogonale System besteht: 1) aus den ßÖbren- 
flachen (w » consi), 2) ans den Ebenen der erzeugenden Kreise 
(e = consi), 3) ans den FlSehen u consi Die letzteren sind aber, 
wie man laidit sieht, die abwiekelbaroti Flachen der Evoluten der 
liCiikniYe ÜL Denn die Normalen der Bdhren^die sind ja, was 
geometrisch evident ist, auch Normalen der Leitkurre. Analytisch 
erhält man dies Resultat, indem man für die Röhrenfläche die Cosinus 
der Winkel a, h, c ao&tellt, welche die Flachennormale mit den Achsen 
bildet; es ergiebt sich'): 

cos« — — ^ [cos (i* + v)co8l + Bin(M + r) cos AJ; 
1) GnauUbmeln, 1 1. Gl. (98). 
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y. KojfMKRSLL: 



also 27cosacos« =° 0; d. h. die Flächennonuale eUht aenkrecht auf 
der Tangente der Leitkurve. Da aber die Gleichung !t = const. die 
Krümmungslinien der Röhrenflächc darstellt und sich, längs dorsolbon 
bekanntlich die konsekutiven Flächeunormaku scliniMdcn, so sind die 
Flächen u = const. abwickelbare Flachen, deren Erzeugende Normalen 
der Leitkurve sind. Wir haben also: 

4. Satz. Auf jeder BÖhrenfläche wmien die Kn'inimmffsltnkn durch 
die ahtvic/cdharen Flächen der Evoluten dt^r J^ ifkunr <ms(jtsvlt)»ifk'n. 

Uienius iäfst sich nachtriiglich siiudi Satz 3 treometriöch ableiten. 
Da dt der Winkel zweier koiisekutiveu Scliniie^ingsebenen ist, so 
muls oÜ'enbar eine Normale der Leitkurve, um die ilu- unmittelbar 
Toraogehende schneideii ro können, in die Sdimieguuggeb^e dir letz- 
teien fallen, d. h. mit ihrer eigenen den Winkel dx bilden. Dnioh 
Sunmienuig entsieht dann die Geaunttortton, d. h. der Winkel t, 

Aua SatB 4 folgfe munittelbar: 

5. Sats. Füt m äer pfeieftm LeUhtn c güwri<jm BSkrm' 
fläiiien stdU die Leißairve dm ekim, ihre äbwu^dbare PoUsr/lä^ den 
andern Mantel der Ceniraßadte vor. 

Der analjtiadie Anadrack dieaea Satzes iafe Gleichung (34). Um 
die dort stellenden Werte für die Hanptkrfimmnngaradien geometriadi 

zu interpretieren, diene nebenstehende Figur. 
In deiwlben sei Ä ein Punkt der Leitkiirve, 
der um ihn beschriebene Kreis durch B und 
B' sei der zup;chörige erzeugende Kreis, (' 
das Krünimungszentrum der Leitkiirvc, also 
j\ C ^ r, A B = tv. Da die Figur m der 
Nornialebt'ue der Leitkurve gezeichnet ist, 
so ist AB eine Normale der Fläche und 
die in C auf ÄC errichtete Senkrechte eine 
Srzeugende der Polarflaehe der Leitinurre; 
auf aie iet von B dae Lot SC" gefallt, ihr 
Sohnit^rankt mit der Terlängerten flSoken- 
Femer iat l.BÄC^u-\-t, alao ÄJ>^ 




normale AB heiTae C, 
tf ooa (« + 1). Nun ist: 

CD BCcos (u + t) « r — ipcoB(tf + t)j 



SC 



r — w cos (u -f t) 



cos (tt -f- *■) ' 

also nach (34): BC 7^; d. h. das Erümmnngszentnun jedea Panktee 
der Röhrenfläche liegt auf der Polarfläche der Leitkurve. 

Weitere Sätze ergeben sich, wenn man für die Kriimraungslinien 
die Lage und Grölae des Krümmung»- und Torsioneradius berechnet 
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Besriehnet man diwelbon mit imd g^, femeor den Winkel swiachen 
der Flächennonnale und der Hauptnomüle der KrflnunimgBÜnien mit 
S^, so bestehen die Oleiehnngen^): 

Bildet man sanaehst tgJä^, ao ergiel>t aioh: 

(37) tgi/,-tg(tt + T) oder ir,««-fT. 

Ferner: 

(38) r, cos (m -f r) = r — M> cos (m + T)i 

(39) = y G : = ^ [r - w CO« (*» + t)]. 

Da min ZT^ = u + t ist, so giebt (s. Fig.), weil parallel mit AC 
die Bichtung der Hauptnormale der durch B gehenden Krümmungsliuie 

an. Es ist also: BC" = DC ^ AC ~ AD ^ r - weXM{u + «) 
d. h. C" ist das Krümmimgazenfarum derselben. Also: 

6. Satz. Fällt man von einmi l'un/de einer Bohren ff ächr. das Lot 
(lüf die zmjeliörige Erzcuiimdc der ahwickdhorcn Folarjladic 'hr Ltit kurve, 
so stellt dieses nach Größt' nvd Richtung dm KrümmunysrM/ius der 
durch dm httreffetuieti Funkt (jciiendeu Krümtntmgslinie, sein FufsptmU 
cUüo ihr Krümmirnffseentrum dar. 

Zusatz. Der ymmdriuhe Ort für die Krümmungsgentren aller 
Krümmungslinien einer Böhrenflädte ist die abwickefbare Fohrfläcitc der 
LäOmrve. 

Dividiert man GL (38) durch Gl. (39), so erhält mau; 

(40) 
also: 

7. Satz. Auf einer llohrvn/Uiche verlaUkn sich KrUmmungs- und 
Torsionsradius einer Krümmungslinie wie Krümmungs- utul Torsunis- 
radius der Leitkurve in detn entsprecJiefiden Punkte. 

Berechnet mau noch den Winkel ö, unter dem dio llauptnoimaleu- 
kurve {u + t = 0) die ErOmmnngslinien schneidet^ so erhält mau^j: 

^ ' ^ Q[r — w coö {u 4- *)] 



1) Gnmdfonneln, § 14. Gl. (24) u. (26). 
8) Ornndfennelii § 1, GH. (9). 
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t 

Es uA auch leicht, die Punkte der BSlureiiflache za beatimmeii, fBr 
weiche B^^±M^ nt Aus Gleichung (34) folgfc Ar Ji^ — JS^ 

d. h. N«belpunkte der Röhrenfläofae faxten nur da auf, wo die Lei(- 
kiure eine Spiiae hai ^ » — JB^ ergiebt 

was eich ttbrigena aucb direkt an der Figur ablesen iäfst. 

SchlieMich kann man noch die parabolische Kurve iler Köhreniläche 
aufsleUen. Die Differentialgleichnng der AsymptotenUnien ist: 

tadu* - _ cos + ^ 0. 

Da w uit ht versehwiiidrii kann, so ist die Bedingung lilr das Zusammen- 
fallen der beiden As}inpl<)tonriehtungeu: 

— -^T^ •[! — cos (» + T )J = 0. 

Diese Gleichung kann auf dreierlei Art be&iedigt werden: 

1) ^ » 0; d. h. der parabolisehen Eurre gehSren die erzeugenden 

Kreise an, in derm Zentrum die L^tkur?e die &flnunung 0 hat 
(s. B. bei ebenen Eurren die Wendepunkte). 

2) cos(« + y)~0; d. h. der parabolischen Eurye gdiört der 
geometrische Ort der Schnittpunkte an, weldLC die Binormalen der 
Leitkurre auf der Bdhrenfladie beatinunm (die ^^Binoimalenkurre^. 

3) r — WC08 (« + t) = 0, oder cos (m + t) = V Dieser Teil ist 

nur reell, wenn r < d. h. wenn das Krümmungszentrum der Leit- 
kurve imierlialb der KöhrtMiHiiclio fällt. Dann ist (s. Fi^.\ wenn B 
ein Punkt der parabolischen Kurve ist, D das Krümmungszeutruni der 
Leitkurre; albo sdMdef die augehözige Eraengende ihrer Polarfläche 
die RShrenflScfae im Punkte S. 

Dieser dritte Zweig der pambolisdiffii Kurve ist also die ISdunU- 
hurve der Bü^vrenfiM» mt der tSneUMbaireii TdarfUbAe der Laäsume, 
Eine einfache geometrische Überlegung zeigt femer, dab in diesem 
Falle B der Schnittpunkt zweier konsekotiTen erzeugenden Kreise ist 

Der dritte Zweig der parabolischen Eurre Iäfst sich also auch definieren 
als der Ort dieser Schnittpunkte, oder als die txm dm etteugenäm 
Kreise» mingtiwübB JSjtrve. 
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Man kann noch nach dem Winkel fingen, den die xasammen- 
fallenden Asyniptotenriehtongen mit den verschiedenen Zweigen der 
parabolischen Kurve madien. Der Winkel f zweier Kurven q> = Ci 
und ^«c^ isi fOr KrOmniwigppanmefcer bestimmt durch die Gleichung*) 

- ^SaÄ+L^Vi 

OOS e - - ^ — — T- — ■ 

Bedeutet ^ die Asymptotenh'nien, so ist: 9^ = yVc] 9, = ^ ^W'" ^9 
da ja föngs der parabolischen Knxre "D** verschwindet. 

Für den 1. Zweig derselben ^| =0^ ist: i;»^ = 0; ^'j = — ^. ^^^0; 

also: cosf ^ 0; £ » 90^; d. h. die Asjrmptoteuhchiung steht auf diesem 
Zweige senkrecht. 

Für den 2. Zweig [oos (u + t) - 0; w + r = 90»] ist 

em(»+*) — 15 '^y^L-' -^i OOS«- 

woraus 

(42) tg*«7i d.k 

8. Satx. ibf jedEer "BJSkm^Siäi» wird <2ie JBfiiornuiImfturoe eon 

den Asifmpfotnüinim unter eimm Wkätd getroffen, dessen TangaUe 
gleich dem Verhältn is des Baäim der etamgmdm Bxeiae tum Tursim»- 
radius der LeUkmve ist. 

Ffir ebene Lwtkarren ist - — 0; in diesem Fall ler&hrm also die 

Asymptotenlinien die Binonnalenlnir?e, d. h. den Schnitt des fiher 
der Kurre stehenden Zylinders mit der BöhrenflSdie. 

Für den 3. Zweig [r — i0cos(« -|- v) — 0] ist: * 

- w ' 8m(u + t); ^, = + >^ ~ oos« = 1; « = 0«j 

d.L 

9. Sats. Die Asymptotenlinkn einer BSkrmfld^ herUkren die 
Env^oppe der erseugenäen Kreise. 

Bentlingen, den 1. NoTember 1900. 
1) Gnutdfoniielii, { 17, GL (14). 




Digitized by Google 



Nm Bezieliimgen aas dem Qebiete der BinomiAlkoefllzienteiL 

Von L. GiiOSSMANN in Hamburg (Seewarte). 

Bei einer Untersuchung V^h^>^r die AnJening der Temperatur von 

Tag 7.n Tag wnrde ffir die durch den Zufall gcboteru'; Häufigkeit 
der Perioden von c- nnf einander folgenden Tagen nnh;i!tt^?uler Er- 
Tv'ämiung bei gegebenen Ä positiven, B negativen interdiurnen 
Änderungen und C Folgen ohne Temperaturänderung der Ausdruck 
in+ C-\- \) -^^Vf (Ä + C ~ ci - Da^^ abgeleitet. Aus dieser 
zuialligen \ erteilung der i*erioden gleichsinniger Ternperaturiinderungea 
wurde die VV'ahrscheiulichlceit dafür abgeleitet, dals auf eine Erwärmung 
wieder eine solche folge, und ein zweiter Ausdruck {A — \) : (A-j- B-\- O 
wurde hieriür direkt gewonnen. Setzt man beide Ausdrucke gleich^ 
so ergiebt die Einführung neuer EonBtanten die Beziehung: 

EieranB wurde «nf das Beetelien der aUgemeinereii Fonnd geschlossen: 
Durch BinftÜinuig neuer Gröfsen folgt: 



eine für P > Q und Je = 2 erwiesene Beziehung. 

Der Versuch, den Beweis dadurch allgemein zu lieleru, dais die 
Giltigkeit für k = (t -\- 1 aus der f(ir k = [t bestehenden hervorgehe, 
führte zu der Ilerleitung der allgemeineren Formel 

für jeden positiven oder negativen ganzzahligen Wert von X. 

Für diese Formel eigiebt sich der Beweis, wenn man entwickelt: 

Pk+i^r-kPk 
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Hiernach gilt die Formel (1) für + 1 und A + 1, wenn sie für 
h und X gilt; d» aber aus d«r Ableitung yqh (1) deren Giltigkeit fttr 
A - 1 folgt, fidle sie fBi X besteht» so folgt, dab (1) fttr ib + 1 besteht, 
ftUs sie fOr riditi^ ist. Die Bichtigkeit ist naeh der Ableitung aber 

fBr Je ^2 nnd k^O erwiesen und somit gilt (1) für alle positiven 
gsiaiBahligen Werte Ton k und beliebigen ganzzahligea Werte tou L 

Ans den Relationen , * = .„ — — ^ i^^j^^i jj^ 

entsprechenden Formeln: 

i» ^''^ „ (<? + i — «)j (9 — -I^- 



«BÖ 

fnr ^ > P nnd 

(8) ^; -j2 (^-i + i), (« + p - « - i - 

für P § ab. 

Es lä/'st sich zeigen, dafs difs^ S Formeln , ahycschcu ton d^r Be- 
dingutig, dafs über positive Werte von n summiert werden mufs, für alle 
positiven und negativen ganzzafdigen Werte von P, Qf k und X unab- 
hängig von deren relativer Gröfse hestehen. 

Zu uügeuieiueren Formeln iüUrt die Bedingung: 

a(a -!-«)...(<» + (*-!)«) /a\* (g 

ffir den Fall, dafs a nnd ß Teiler von üf b^l. h sind. 

Es lassen sieh wohl alle Formeln aus dem Gebiet der Binomial- 
koef&zienten aus diesen Formeln ableiten. Man findet beiBpielsweise 
die folgenden: 



(X + 1{ + k)^ 



Hamburg, den 25. M&rs 1901. 
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Beitrag zu Leine von den reziproken Gleidrangen. 

Yoa b\ J. Studnicka in Prag. 

1. Soll die ilgttbittiselie Glaichimg n-ten Grad«i 

(1) m='^jUi^'*^o 

retipnäe mam, so bat ne allgraieiiteiL Badingnug 

(2) f{x)~kx^f{^), 

za genttgen, wobei X und Jt konstant sind; denn ans dieser Bedingung 

gellt vor allem bervor, dafs zu jeder Wurzel derselben Xi si(^ die 
Wurzel A'/x, gesellt, von wdcher Grande%enaebiift eben die Benennung 
deor Gleichung (1) abgeleit^ enebeint. 

Gleichzeitig orkeniit man daraus, dafs die Anzahl aller Wurzeln, 
somit auch der Grad der (Tleirluiug i I j durch eine grrndr Zahl aus- 
gedrückt erscheinen luuls, so dafs mau setzen kann n = 2s. 

Um nun deu Wert der Konstante A zu bestimmen, nehmen wir 

filr die Identität {2) an x = Yk, worauf aus derselben hervorgeht 

f(Vk) - XlfifiVi)' 
Danns ISTst aieb nun sehHeben: 

t. Wenn die Gröfse Yk keine Wurzel der Gleichung (1) vorstellt, 

wenn also / (/ä) ^0 ist, so folgt aus der letzten Kelatiou dmeh 
EOrzung 1 = kk^, woraus sich X unmittelbar ergiebt. 

2. Ist jedoch Y/c eine Wuizel der Gleiciiuug {^l), so muf« sie 
mindestens meimei nnd vwtatpimUv nie negatw Torkommen, so dafs dann 
(m^ — lt) oder «Ugemein {a^—Jtf^ eineii Faktor des Poljnonis f{x) 
bildet In diesem letsteren Falle bat man also 

f{x) = {x'-k)-cp{x\ 
worauf dauu die Gleichung 2(« — m)-ten Grades 9)(ar) — 0 reziprok ist 
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und die Wnnel Yk nieht m«hr beaits^ iras also mit dem «ntea Falle 
übereiiMlImmi 

Stett der rilgemeinen Identiüt (2) kOmieD wir ako aetw» 

wodurch die reziproken Gleichungen im weiteren Sinne dehniert er- 
scheinen, irllixmid im engeron Sinne, wo nämlich & — 1 iat, die Be- 
dingung (3) die einftohere Fenn 

(4) A«) = ^7(i) 

anninmit und die atrikle Bemprositifcfc der Woiaefai andentei 

Ana deraeUMBL Idenüt&fc (3) folgfc «ich, dab die SoefHaieidwn der 
reziproken COeichungen beefeimmiea Bedingungen genflgen. FQhxt man 
in dieaelbe die in Formel (1) angedentetan Polynome ein, m> erhlU man 

woraus sich ergiebt, da(s allgemein 

(5) A^^^i-Ailf'' 
und apemeO, wo Ib 1 ial^ 

(ß) -^t,-! -= A49 

was auch durch die beiden Formeln 

dargealeUt werden kann. 

Danach sind z. B. die quadratischen Gleichungen Amtlich reziprok, 
indem ana ax-^k^O für die Wnxaeln x^» x^ nnmitfcelbar folgt 

2» Weil man bei reziproken Gleidinngen die eine Hälfte der 
Wcuneln duidi die andere aiuKndrfli^en imatande ist, so mnlk die Aof« 
laani^ einer aolohen Gleaehung (2s)-ten Giadee eich antflekflilizen laaaen 
anf die AnflSeong von je einer CUeiehmig a*ten nnd S-ten Oxadea, 
wie es nnfter Anwendmig von f^S^mrmtm Tranaformatwaafigmeln ameh 
biaher üblich war. Will man jedoch eine independenie Danlelluig der 
Koeffizienten der neuen Gleicliuug s-ten Gh-ades haben, so mufs man 
einen Schritt weiter gehen und das System der rekurrenten Fonneln 
entsprechend auflosen, was im nachfolgenden dnrcbgef&hrt encheintb 

AnbiT der U«Utematik aud Phjrsik. HJ. BeUbe. UL S 
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18 F. J. SnnwifiKA: 

Die ailgotneme Form der reziproken Gleichougen ist dem Voran- 
gehenden zufolge 

welche leieht auf die Fonn 

m bnngen ist, so da& diese Oleiehungf wenn 

(8) » + -f = * 

(9) ^ = 

geselsi wird, wonos immittelbar Ib^ 

(10) Fo-2, 
sieh in die einfachere 

(11) il4,F,+ iliF,_,+ ... + J^_.F,+ ^-0 

▼erwandelt; hier hat man nur die einzelnen AnsdrQcke Vk durch y aas- 
raidrfickeni xaa sehliefslieh die Gleichung 

(12) ßo?r+ Ji,fr'+" + I^.~iy + B.-0 

zu erhaiteu, dereu Aut iosuu^' die Wurzelwerte yi, yj, y», . • y« liefert, 
sodais dann der Gleichung {p) zufolge 

(13) «*— yi« + fc — 0 (»-lA ■ • N«) 

sich das Wnrzelpaar a:,' ergiebt, welches der Bedingung Xi ' xl =>k 
entspricht, wodurch die Reziprozität zum Ausdrucke gelangt. 

Es handelt sich hier also nur um die independente Darstellim^ dt r 
Bk dnrch die .1;. Zu dem Zwecke leiten wir zunächst aus Formel (8) 
und {d) die rekurrente Relation 

(14) kVn-*-yVn-i+ Vn~0 

ah, welche in Verbindung mit dm beiden Formeln (10) die Darstdlung 
Ton F« durdi y liefert. Setat man nämlich 

80 ergiebt sich danach 

F,+j = y"+«- Mir + taiV*- ^'4Ä»y"-*+ - • 
wobei in Betreff der neuen Koeffizienten gilt 
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also eine rekurreute iiarstellung erhalten wird. Die ludepeudente Auf- 
lösung unserer Aufgaben liefern jedoch die linearen KelaUonen: 

y - F. = 0, 



0. 



^Vi-yV.-h V, = 0, 

*F.-yF,+ F^=ü, 



0, 



«OB welchen die nnbekannteii 

Fl, V'i, J 3, . . Fn-i 

zu eUminiereii Band, oin F« za beetiminen; mau erhalt sonadiBt 

y, -1, 0, . 0, 0 ' 

-y, 1, ••• 



0, /.-, 



2/; 



0, 0 
0, 0 



Ü, 0, . • ., - ij, 

F., 0, 0, A-, -y 

In dieser Determinante ändere man das Vorzeichen bei allen Elementen 
der 2., 4., 6., . . , £olonne und der 8., ö., 7., ... Zeile, wonnf dann 
dnrch Auf losong nach F« erhalten wird 

y, 1, 0, . . 0, 0 
2k, y, 1, 0, 0 
0, ft, y, 0, 0 



ü. 



1 



0. 



(15) 



F«- 



0, 
0, 



0, 0, 
0. 0. 



1 

y 



Diese Kettendeterminante zeigt uns also, wie die früher durch 
ausgedrückten Koeffizienten H\i:h intlepeudent hieraus ergeben und über- 
haupt Vn durch y und /. sich darstellen läfst. 

Da jedoch die Auswertung von Deteriuinautiiii höherer Grade um- 
ständlich und langwierig erscheint, so ist es namentlich für die Praxis 
erwünscht, obigen Deteruiinauteuausdruck durch die entsprechende 
Poienzreihe zu ersetzen. Man erhalt da, wie ich ge/^eigt habe, 
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so i' BTTiun&cA; Bdtrair war Lebre von den miproken Gleichnngtii. 

oder in kürzerer, die Zusammeusetzung der Koeftizienten deutlicher 
zeigenden Form 

(16) (- - • - 

n — 1 



wobei die Summe bei geraden nhw i^Y9^ ungeraden n bis t 
SU erstrecken ist. 

Mit Hilfe dieser Formel (16) verschaffen wir uns ecliliefidicli unter 
Benabning der Polynome (11) und (12) die Bektioii 

(17) Bi = At +^ (- ly " + (n - i + Ä - 1)*_ 1^-*^-,*, 

wosa noeh die ersten swei Werte ^ A^^ = A^ beiznftgen sind, 
BO dsJk nun der direkte Übei^ang von dar Öleieliiuig (11) zu (12) 
Tennitteli evsoheini 

In dem spesielleii Falle, wo h^'-l lA, die resiproke Gleiebimg 
also die Form 

(18) J«a^*+ ^«^*-»+ • • . + ^_iÄ«->+ . . ' 4- (- lyA^^ 0 

annimmt, ist die vermittelnde Gleichung 

(19) Coy+ C,^-'4---- + a_,t^-f C-ü, 
wo die Koeffisicnten beBÜmmt sind dureh die Formel 

(20) Ci=^ Ac^r^ ""^ ~ \ n - i -\- h - 1)*-,^-^,. 

Im, dem eiii&chston Fldle endlich, wo -» 1, Am^ 1 c«>i».i.s. 
bat die reziproke Gleichmig die Form 

x^'+x^'-*-^ 1 =0, 

wobei die Auflösung auf dieselbe Weise vorgenouuueu werden kdnnte^ 
wo jedoch unter Intervention der Identität 

afit+i _ 1 ^ (a: - 1) (»»•+ »»'-i + 1) 
tsofbrt erhalten wird 

2Jtjr , . . 2kn 2 In . . 2kit 

Prag, den 15. Januar 1901. 
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über die KlaäsiM:atioii der EnrYen nnd Flächen 

zweiten Grades. 

Von C. EoEHLBB in Heictelbeig. 

Bei einer beliehigea Kurve oder Flache zweiten Grades (d. h. 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse) liiiiigt die Eutsciieiduug darüber, 
ob sie entartet ist oder nicht, sowie ob sie reell oder imaginär, bezw. 
geradlinig, nichtgeradlinig oder imagiiiir ist, also die Einteilang denellMiii 
meh Quer projekHvm Beeehaffenheit ledi^^eh ab Tom Wate der Kon- 
steaten ifaiw Gleichmig; eis iet mithin vdlÜg nnahhftngig von dem Koor- 
dinatenajetem, auf daa wir ihre Gleiehimg heaiehen. Ihr» Beaehaffeur 
lieit im Unendlichen dagegen oder ihre metrische Beschaffenheit ist aufser 
von diesen Konstanten auch abh&igig TOn den Koordinaten der anend> 
lieh fernen Geraden, bezw. Ebene, also von dem der Betrachtung zu 
Griinde liegenden Koordinatensystem. An eine Klassifikation dieser 
Kurven und Flächen kann mnu df^Hhall) die Fordenniir stellen, dafs sie 
diesen Unterschied schart liervortreten lasse. Sie uiuis dann für die 
projektive imd für die nn1risr}ic Einfeilnnf/ Kriterien geljen, die von ein- 
ander unabhängig sind, und es dürfen die projektiven Kriterien nur 
die Eonstanten der Kurven- oder Flachengleichong, die metrischen 
Kiterien aber snllMardem nor noch die Koordinaten der nooidlieh 
fernen Geradeni beiw. ESbene entiialten. 

Die TOiliegende Arbeii^ die dieaer Forderung genf^en will, dflrffee 
deehalb vialleidit auch nach den Abhaadiongen von HenaeP), Brflokel 
und Gundelfinger^, sowie nach dem Ersdieinen von Killings 
„Ldirbaoh der analytiachen Geometrie in homogoien Koordinaten'*') 

1) Henael: über die KlasBlfikation der nicht homogenen quadratischen 
Fottten elo. Jonraal f. Math. IIS, 808 ff. 

21 Brückel: Zusammenstellnng der Formeln des Herrn Gnndolfingor 
ztitn Hau])tachMBiprob]iem der Flftchen «weiter Qfdmuig eto. Jonmal f. Math. 
119, 210 if. 

8) Pkderbom 1900 utd 1901. In diesem Boche ist zwar die projektive Ein- 
tMhuig von der metrlBchen streng geschieden; dasselbe giebt aber keine Kriterien, 
welche die Axt der Kurve oder FUUske an« ihrer Qleichnng dhr^ m beetiiiiinen 

gestatten. 
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0. KoBüLiit; 



noch einiges Interesse darbieten. Die in ihr enthaltenen annhifr^rh- 
geometriscJu'H Bctraehtungen sind einiachster Art. Daa Haii])taciison- 
prohlero und die Tlicorie der quadratischen Formen bleiben absichtlich 
aus dem Spiel. AI» bekannt wird nur vorausgesetzt das homogene 
Koordinatensystem, die sich auf dieses stützende Polarentheorie bis 
Sani Beweis von der Identtt&t nicht entartefceii Emreii, bessw. 
FfiUshen zweiter Ordnung und swe&ter Klawe, ferner der Zuaumnenluin^^ 
der zwiadien der üniartouig der Eorre oder ElSche und dem Rang 
ihrer Deierminanto heatehl^ und endlidi die dementara Betemunanton- 
theorie, zu der auch der Satz gerechnet werden darf, dafs der Rang 
einer symmetrischen Determinante durch das Venchwinden ihrer Hauj^ 
imterdeterminanten allein bestimmt wird, da sein von Herrn Frobenius 
g,M_ff.hener Beweis') durchaus elementarer Natur ist. Auf diese geringe 
Anzahl von Voranssetzuutron ist deshalb Wert zu legen, weil es vom 
pädagogischen und vom syKtematiisühen Standpunkt hus wünschenswert 
ist, die Klassifikation, wie dies auch Herr Gundelfinger thnt*), mög- 
lichst an den Anfang der Theorie der Kurven und Llächeu zweiteu 
Grades zu stellen. Ebenso wird die AnafDhiüehkeift der folgenden Be> 
trachtungen, die sonst vielleieht au grolk eiaeheinen könnte, dadurch 
gereehtfertigl> dals dieselben nicht nur sur proj^tiven und metrischen 
Klassifikation f&hren, sondern auch die MdgÜehkeii^ ihr die erwQnschte 
Stellung zu geben, erweisen sollen. 

Wir beginnen mit einer Übersicht über die im folgenden vei^ 
wendeten 

Beieiehiuiiigeii. 

In der Ebene bedeuten x^, Xg oder X| die Koordinaten eines 
Punktes, ^ *k ^ Koordinaten einer Geraden in einem be- 

liebigen D^ieckskoordinatensystem. ^„ N^, sind die Ecken des 
Koordinaten- oder Fundam^italdreieckii^ £^ i8F|, /S^ die ihnen gegenfiber 
liegenden Seiten desselben. 

Ein kurz mit tj bezeichneter Punkt hat die Koordinaten jf^ eine 
Gerade v die Koordinaten i;. . 

Mit \yz': bezeichnen wir die Verbindungslinie der Punkte ?/ und s, 
mit (vfv) den Schnittpunkt der Geraden r und w. Die Gleichungen 
[ye'l^ = V und (vtv) = y sagen demnach aus, dals y und z zwei Punkte 
der Geraden v, bezw. v und w zwei Gerade des Punktes y sind. 



1) Frobenius: ÜberdMlM^dtsgesefatdttqiiadntiseheiiFonneB, SitEangs* 

berichte der Rerl. Akad. 1894. I, S. S46f. 

T< n undelfincrer: Vorlesoogea an« der analjtiichen Geometrie der Kegel- 
schnitte. Leipzig 1896. 
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Im Räume bedeuten i^, a^, x^ oder die Koordinaten eines 
Punktes, u^, u^, oder die Koordinaten einer Ebene in einem 
beliebigen TefanBederkooriiiwteBByrteia, deMwni FimdameiitBltetneder die 
Ecken i\r^ N^, und die Seitenebenen £^ hat 

Der Punkt y bat die Eooidinaten y,, die Ebene v die Koor* 
dinAten Vf, 

Die Verbindungslinie der Punkte «/ und j ist die SchnittUnie 
der Ebenen v and w ist |t7fr|. Die YerbindnngMbene der Punkte t/, 
5 ist [yMs}, der Sehnittpunkt der Ebenen «p, r ist (^vwr). Die 



bedOrfan hieznaeh keiner weiteren ErklSnmg. 

Von den unendlich fernen EUmmtm des Raumes unterscheiden 
wir alle übrigen Elemente desselben als „eigentliche" Elemente und 
nennen die erstercn deshalb auch „uneigentliche" Elemente. Die un- 
eigentliche Gerade eiru'r E>>pnp hp/pirbnpn wir nii^ ihre Koordinaten 
mit q^, q^, q^, die uneigentliehe Ebene des Kaumes mit f^, ilire Koor- 
dinaten mit q^, (^3, q^. QiD) ist die Zahl, die den Tiautj der Deier- 
minante D angiebt. ^jy^^j und \ifi£^>ii) sind abkürzende Bezeichnungen 
für die Determinanten 

Zn der 



Vi Vk 



Form 



9i 9t fi 



mit der Detenuinante 

^ ^ 2± «11«» * ' • «ml - M 

gehört 

als adjunffierte Farm; 



ala hümeare Form; 

ist also die halbe partielle Ableitung von l\j:,x) nach ä*,. 

Für die durch einmaliges, bezw. mehrmaliges ^^Rändem" aus A 
hervorgehenden Determinanten benütssen wir der Ellrae halber manch' 



Digitized by Google 



S4 



mal auch die ¥on Herrn Quadeifinger eingeführten Zeioben 

«II ■ • «Ii, 



«11 



«1 
«I 



Ol« 

V, 



0 i 



1. Hülfsfonyieln für die F.hf*r'ih.nuj (h'r Knrf'n nrnt4m Grades. — 
Die in einem beliebigen Dreieckskoordiuatenbystem gegebene Gleichung 
einer Eurre zweiter Ordnung 

(1) / («, z) — 2'»««« «4 0 (•<*- ««i <. * - 1. «» ») 

exhSi^ warn man ein neaes Koordumtem dr eMc k einftthrt^ d«Mcii Eckw 
die Kooidinaten 84 haben, die Form 

Der Schnitt der Kurve mit einer beliebigen Geraden » =— yr] hat 
somit in dem auf dieser Geraden durch die Fundamentalp unkte y und s 
bestimmten Koordinatensystem die Gleichung 

und durch den fiang and das Vorzeichen der Determinante 

f(Shtf) fM 

irt die BeBchaflenheii diesM Sduiifttee bestimmi Ffir (/))=- 0 idmeidet 
die Gerede v die KnTve, und iwar imagiiüir oder reell, je nachdem 
D > oder < 0 iat; für ^(D) — 1 berührt lie dieselbe, imd lör p(i>) — 3 
gehdrt sie ihr ganz an. 

Der Bang Ton D ist somit durdi die Lf^e der Geraden v in Be- 
zug auf die Kurve allein bestimmt; er ist unabhängig von der Lage 
der Punkte y und z f^nf 'Heser Geraden, und wenn ^(D) 0 ist^ BD gilt 
das Gleiche für das Yor/eirlicn von J). 

Ist nuni^(M, tt) die adjiujgierte Form von f(x,x), su itesieht durch 
Vermittelung der Gleichungen t?, = (y^j?^ («, t, < = », s) die Identität*) 



n 



(3a) 



1} Gttndelfinger: Vorlerangen «te. S. 97. 
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oder 
(3b) 

wenn wir 



«11 

«18 



«1« «la — «'i 



«13 «18 
1 «I 



"23 
«38 



— V. 



0 



(5a) 



setzen Dte Determinanten D nnd F sind aber nicht nur 
gleieh, Bondeni sie haben auch immer den gleichen Bang. Um dies zu 
zeigen^ ersetzen wir zunächst in (3a) f(y,y), fii,^)^ fiy,^) durch 

F(r.r^, FC^r.WX F(Vjto) nnd erhalten dann, da A ■ f(x,x) die adjim> 
gierte form Ton F^u^u) ist, die unter Zuziehung der Gleidiungeu 

(4) fft — («»«v) *-t» t, •> 

bestolMiMle Identitift 

F(v,«7) F{uf,w) 

aus der direkt folgt, dafs bei einer nicht entarteten Knrve die beiden 
durch einen nicht auf ihr liegenden PuTikt y gehenden Tangenten ima- 
ginSr oder reell sind, je nachdem Äf(y, y) > oder < 0 ürb Die linke 
Seite Ton (5 a) kaim aber Boeh auf eine andere Foim gelnraeht werden. 
Irt y — (ew) ein Knirenpimkl, eo mfiesen für ihn, da die dnidi ihn 
gehende Tangente die Koordinaten Xv, + f»ip« h$k, die fünf Gleichungen 

zugleich erfQllt sein, und aus ihnen ergiebt sich durch Elimination 
▼on A, (i 

r: -3-0- 

Diese Oleidiinig sagfc also dasselbe ans wie die Oleicfani^ 

F{v,v) • f(w, w) - F\v, w) = 0, 

1) Oewaimlidi aetA man F(v, v)^-~ es wird rieh aber im folgenden 

als zweckmälsig erweisen, das negative Vcivrichen in die Detonn in ante aufzu- 
nekmeu, also F{VyV) — ^ r) ^ setaea. — Zugleich sei bemerkt, dafs aus Glei- 
chung (Sa) unmittelbar folj?t < « int F(v,v)y> oder < 0, jr nachdem die Qeiads 
r die Kurve in zwei imaguiürüu oder in zwei reellen i'unkten schneidet. 
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und da beide Gleichungen von demselben Grade iu den t, und /<, aind, 
so können rieh ihre linken Smtea war durdi einen Zahlenfaktor uuter- 
aebeidttD, der tksk gleich A ei^ebt Man erhalt somit 



F{v, v) F{v, M?) 



and also ans (5 a) die unter Zuziehung der Gleichungen (4) bestdieude 
Identität 

V — ic\ 
0 



oder nach (2) und «udtthrlich geschrieben 



(5b) 



«n 






- 


— Wi 


«IS 


a„ 


«J3 


- «'2 


— ?fj 


»13 


«23 


««3 


- ' 's 


- «t'j 


«'1 




«'s 


0 


0 








0 


0 



Da (f(P), wie wir geeehen haben, ron der Wahl des Punktes 
ij = (v w) auf der Gerade v unabhängig ist, wSblen wir jetat für w 
die Gerade mit den Koordinaten IP« — 1^ «^| = ic, — 0 und erhiJten so 
die Gleichung 

(6) A.-'^a 



in der V^^ die zu dem Element a^^ gehörige Uuterdeterminante von 
V bedeutet 

Ist nun p(2))»0, so ist nach (3b) auch q{V)~0, Ist q{D)~1, 
so muls mindestens eine Hauptunterdetenninante Ton 2), also mindestens 
ein F^i von Kuli ▼mehieden und 8<miit auch q{V)^1 sein. Ist 
endlich ^(D) = 2, so mufii einerseits ¥^^=^0 (k = l,2, 3), andrerseits aber 
anch F.,4 : A^O sein, weil dieser Fall nur bei einer entarteten Kurve 
zweiter Ordnung eintreten kann; es ist also dann ^{V) mindestens « 2. 
Da aber 



vi 



ist und nicht alle zugleidi Null sein können, muls ^(F) <* 2 sein. 
Es ist somit immer 

(7) QW'^QiV) w. a. b. w. 

"Vertauscht man in den Gleichungen dieser Nummer a„ bezw. j/^, 
#1 mit Uf, besw. v^, «c,, so erhalt man die ihnen entspredienden fltr 
die Kurren zweiter Klasse gültigen Fonneln. 
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2. Hiüfsfbrmd» ßr die EkOeilmg der Flädim mmtm Grades. — 
Es sei 



(ß) 



die (Jleichuiig einer Fläche zweiter Ordnung in Tetraedeikoordinaten, 
dann hat ihre Schnittkurre mit einer durch die drei Punkte y, si, s be- 
stimmten Bbem 9, die anf Ebenes SoordinstonsystMn mit dem 
FnndamentsldrNeck yirs besogene Gleichung 

Die Determinante dieser Bchnittkurve ist somit 



(10) 



/-(r,^) f(g,s) 
fiSffS) f{M,s) f{9,8) 

und dft der Rang von D den Ghrad ihrer Ekitartung angiebt, so muTs 
p(D) unabbSngig sein von den zta Bestinmrang der Ebene v gewählten 
Punkten % g, s. 

Ist min die Fläche eine nicht entartete Flache zw^'ifer OrflTi«m<T. 
so ist V dann und nur dann eine Berülirun^sebcne deraelix-n, wenn die 
Gleichung D = 0 fQr drei beliebige ihrer Funkte erMlt ist Anderer- 
seita mu£s dann aber auch 

Fi v, r?) = 0 

sein. Diese beiden Gleichiuigen sind, wemi man 

(11) t^i = (i/jV*',), t^ä - -0/i%-^,), t'3 = (yi^,sO, »t' ijUiZtH) 

setzt, von gleicher Dimension; ihre linken Seiten müssen somit bis auf 
einen Zshienfsktor, der sich gleich der Einheit ergiebt, übereinstimmen, 
d. h. es bestellt dmreb Vermittlung der Oleiehungcn (11) die Identität 

f{y,y) f{y,^) /"(//, 

nil,z) f{z,z) f{z,H) 

t \n,s) fM 



(12a) 



oder 
(12b) 
wenn 



= I [v, v) 



gesetat wird. 





D 










ölt 
















-»1 


«1» 














Oh 








^* 




«4 


0 
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(18) 



Die Gleichimg^ 

sagen aiu^ dtb die Gerade \ye\f bezw, die Qtnd» \vw\ die Fläche (8) 
bevfllui Ist nun lyirj — \vio\, also 

"(äÖ -6^4^) -(yi'J i0^ii^)> 

so ergiebt sich wie oben, dafs unter Znitielinng dieser Glaehw^n die 
Identität b^teht 

(14e) F(v,v)F(to,w) - F»{i,,w) - - PMl 

die durch ganz analoge Betrsehtnngen» wie sie in Nr. 1 angestellt 

worden, die Fonn erbSIt: 

f(Mff) f(3h») 
oder naeh Gkiehui^ (10) 



( » 3 



(Ub) 



«11 




ÖJ8 


«H 




-«7, 






^13 


«t4 




— M?g 




«ts 


%5 


«84 




- »8 


«14 




«34 


«44 


«^4 




«'l 




«8 


»^4 


0 


0 








«^4 


0 


0 



Endlich erhält man, wenn man in (12a) f{y,y) etc. dorch F{v,v) 
etc. ecsetsi^ die unter Berücksichtigung der Gleiohimgen 

yi = (r,M?,rJ, = - (v^w^u), = O, ^4 ~ («^i «f»*») 
identische, d. h. für den Sehnittpunkt y dreier beliebigeii Ebenen v, 
«f r, gültige Gleichung 

F{v,v) F(v,ic) F{v,r) 
(15a) Fiv,u,) F(w,tü) F(w,r) -^Y(ji^y), 

F(v, r) F(v, r) F(r, r) 
die auch auf die Fom gshtacht werden kann: 



(16b) 



D 



«11 


«It 


«IS 


«14 


-»1 


-Ml 




«11 


«« 


«ä3 


«S» 


— 


— 


-»"1 


«l» 


«15 


«88 


«84 


-«'S 




-»8 


«14 


«14 


«34 


«44 




-W^ 


-»•4 


»1 


«'l 




^'4 


0 


0 


0 


«fl 




«'s 




0 


0 


0 


»1 








0 


Ü 


0 
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über die Klmrifikation der Eurren mid Flftdbea sweiten GtadM. S9 

'Da xmn der Hang tou D nidit T<m der Lage der Punkte s 
in der Ebene v abUbigt, k&men wir in Qleiehniig (14b) u„ ^ I, 
«. tPi tr^ = 0 wtcen nnd erbalten dann 

(16) D,, _F„. 8, 4) 

und ebenso aus (15b), wenn wir aulserdeiu noch rt—l, — — «>« 0 
setzen, 

(17) D,,^„ = Vkl,!! (». »=1. »,S, 4). 

Aus diesen Qleichiuigeu folgt ahur genau wie in Nr. 1, daü stete 

(18) 9ifi)-9ir) 

und auch 

(19) (f{I>J~QiVJ 

ist, wo F„ die auf der rechten Snte von (14b) stehende Determinante 

bedeutet 

Wenn man in dfn Gleichungen dieser Nummer überall die Puiikt- 
koordinaten mit den Ebeuenkoordinaten vertauscht, so erhält man die 
ihnen entsprechenden für die Flachen zweiter Klasse gültigen Formeln.*) 

3. KinteUung der Kurven zw^&r Orämo^. — Um eine solche 
Kurre, deren Gleichung 

aein aoll, sonSehil; prqjdtih eininteilen, haben wir anfiwor d«n Gxad 
ihrer Entartong^ der dwreh den Bang ihrer Determinante A, alao dnrdi 
den Wert von q(ä) bestimmt wird, nur noch für q{A) < 2 Mm- 
steUen, ob die Kurve reell oder imaginär ist Dazu dient uns die aus 
der Determinante A und ihren Hauptunterdetenninanien gebildete Beihe 

1 oder ein&cher geschrieben 
{S) AOfif u4jn, 1, 

•n dbr f und k unier dm Zahlm 1, 2, S tHimer m gewähU werden 
acOm, daß ihre heidm ertfen GUeder nicht Bugkkh verscftmnclen. 

Wir zeigen, daTs ebe solche Aufstellung der Beihe (B) immer 
möglich und die Kurve reell oder imaginir is^ je nachdem diese Beihe 
Zeichenwechsel aufweist oder nicht. 

Ist q{Ä) = 1, so mufs nach dem in der Einleitung zitiertrn Sul/.e 
mindestens eine Uauptunterdeterminante Aj^^ von Null verschieden sein, 

1) Die Oleidrangen von Nr. 1 und Nr. 8 l a s s en üeh ebne Boiiwieri^Mit 

auch durch rein analytische Betrachtungen herleiten. Der oben zu ihrer Herieitnng 
eingeeclilagene analytisch - geometriHchf Wotr schlierst sich aber enfjer an den- 
jenigen an, der in der folgenden Unteräuchung zur Klassifikation führt, und ist 
dsilialb M** TOERuiflhiin 
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und je nachdem Ä^j^ < oder > 0 isl^ wird die Seite 8^ dei Eoordinaten- 
dxeiecke Ton dem dnzdi (1) in diesem Felle dargeeteUten Oemdenpaar 
in zwei reellen oder in zwei imegm&rai Pankfcea geadmitten, ist diese« 
selbst also reell oder imaginär. 

Ist ()(A) = 0 lind = 0, so ist die Ecke iST^ des Koordinaten- 
dreiecks ein Kurvenpunkt; es mufs also mindestens eine der beiden 
durch sie gehenden Seiten desselben — es sei die Öeite — die 
Kurve in ^vpi vcrsdiiedenm reellen Punkten schneiden uud somit sicher 
■^kk ^ 8®"^ ^^^^ Q{'^) — ^ -'^u = l)t'rührt die Seite Sf. 

die Kurve; es gehen also mindestens durch emo der beiden auf lie- 
genden Eöken des EoordinsAendieieekii, d. L durch ^| gwd verackiedme 
reeBe Tangeuten, es mute mithin nach Nr. 1 Äa^tKO sein. Unsere 
Überlegang zeigt somi^ dab auch fftr q{A) — 0 die Reihe (E) in der 
Torlangtan Weise aii%«teUt werden kann. Sie zeigt aber anoh, dab 
die Kurve fiir q(A) — 0, falls in {jR) ein Glied fehlt, immer reell isi> 
und dais dann (R) immer einen Zeichenwechsel besitzt. Sie zeigt 
endlich, dais, auch wenn In (R) kein Glied fehlt, das Auftreten eines 
negativen Gliedes, also das Anflreteu von Zeichenwechseln genügt^ um 
die Realität der Kurve festzustelle]!. Ist dagegen A^f. > 0 und 
Aaii >• ü, so schneidet die Seite >S'^ des Koordinatendreiecks die Kurve 
nicht reell, und es gehen durch die auf »S^. liegende Ecke jY, keine 
reellen Taugenten, die Kurve muJs also in diesem Fülle imaginär sein. 

Wir haben demnach, wenn wir mit w(A) die Anzahl der Zeiclieu- 
wechsel der geeignet aufgestelltea Reihe (R) bradehnen, für die Kurven 
«weiter Ordnung folgende projekUoe Einteilung : 

Die durch Gleiehnng (1) gegebene Kurve ist fOr 

1) q{A)^0 und 

«) w(4) — 0 ein imaginärer Eeg^üsdmitt'), 
ß) w(ä) 1, S ein reeller Eegeischnitt, 

2) ^{Ä) - 1 und 

a) «f(A) — 0 ein imsginSres Geradenpaar, 
fi) w{Ä) = 1 ein leeUes Geiadenpaar, 

3) ff(A) » 2 eine (immer reelle) Doppelgerade. 

Die mdrisdie Einteilung der Kurve ist bedingt durch die projeläive 
Besehaüanh e it ihres Schnittes mit der unendlich fernen Geraden g^. 
Bedeuten also in 




1) Unter einsm Kegelschnitt verstehen w, wie diM audi sonst vielflich ge- 
schieht^ immer eine mmM etiforMe Kurve «weiter Ordnong. 
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tj und s zwei bclicbige Funkte yon y^, so ist dieser Schnitt nach Nr. 1 
für q{D) =^ 0 ein imagiiiim oder ein mdles Ftinktepaar, je nachdem 
i>> oder <0, f&r q{1)) 1 ein gnsammenfallendea Ponktepaar, fllr 
ff(D) = 2 endlich gehOrt der Enrre ganz aa 

Die melriaehe Einteilung der Kurte ist somit ToUzogen. Es laaaen 
sidi aber ans den fftr sie gefbndenen Knterian noch die Koordinaten 
der beiden hdidigen nneigentiüohen Punkte ff und g dnrdi die Kooi^ 
dinaten gi Ton «raeteen. Ist nämlich 

: a„ — 7, ! 

^ ^ i «IS «ij «83 — Qit j 
j «13 «83 «33 - ?3 I 

80 folgt ans Nr. 1, Gleichung (3b) und (7) D » ^ und e(D) - ^(Q), 
wir erhalten demnach, wenn wir die An'^^^ der Zeichenwechsel der Reihe 
Qf 1 mit ioiQ) bezeichnen, folgende metrische Einteilung für die Kurren 
zweiter Ordnung: Bs gehört der Kurve an für 

1) ^(g) . 0 und 

u) w{Q) 0 ein imaginüree uneigentliches Punktepaary 
ß) " (ö) = 1 reelles mieigenÜiehes Punkt(']iaai-, 

^) q{Q) =^ 1 ®^ uueigeatlieher Doppelpunkt^), 

^) = ^ nneigeniliche Oerade. 

Wie die projektiTe und die metrische Einteilung Über einander 
greiÜBn, ist aus Tabelle I iß. 45) an ersehen.^ * 



1) Diner Pimldi iat zwar im Slime der Theorie der algebraSseb«! Enrven 
BW für «(J)>^0 ein Doppelpunkt der Eurre. Da er aber auf der Geraden 9«, 
worauf C9 liier allein ankommt, mich ffir q{ä) = 0 als Doppelpunkt erscheint, so 
mofiä er konsequenter Weiae in allen i^'iillcn als Doppclpunkt bezeichnet werden. 
— Eine ulinliche Bemerkung, die nicht ausgefQhrt zu werden braucht, würc bei 
der metriBdieD EinteUmig der FUUshen zweiter Ordnimg in maehea. 

2) Wenn die Kurve auf ein Koordinatendreieck belogen ist, dessen Seite 
= 0 die Rerafle tj^ ist. m gestaltet sich ihre metrische Einteilung iiiRofcrri 

viel einfacher, al^ dann die Betrachtungen von Nr. 1 überflüssig werden, l'auu 
ivt idbnUdi a^^xj! + '^«^u-^i-^g + "gs-^s ^ 9 «üa Glddrang Uuea Sehnittes mit in 
dem dovoh die Fundamentidpiinkte «1 «0 imd »0 auf flxierieii Koordinaten- 
System, ihre metrische Einteilung ist also bestimmt durch q^A^^) und den auH der 
Rpiho^45,, 1 m entnehmenden Wert von ?r' .4,,.y In der Tabelle tritt somit. fiiWa 
die Kurve durch eine Gleichung in Kartätschen Koordinaten g«igeben ist, uu 
Stelle von g. 
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4. Eintdlunff der chmm Schnitte einfr Fläche zweiter Ordmittg. 
— In Nr. 2 haben ^vir als Gleichung der K^unre, weiche eine Ebene 
V \^es\ aas der Fläche 



ausschneidet, die auf ein ehestes Kcm rdinateiisystem beKOgeue Gleichung (9) 
gefanden. Die projeMive Einteüuug dieser Kurve ist somit nach Nr. 3 
bestimmt durch den liaug der Determinante 

f(3)> y) f(}f* ^) f(y> s) 

fiSf,") fi'f') f(',s) 

f(3fy 9) f(», 8) f{8, 8) 

und durch die Ajizaiil der Zeichenwechsel der Ileihe 



DR 



1, 



wobei nur noch ni bemerken itt^ dab hier (f{D) aneh » 3 eein kann, 
da in Gleiduing (9) alle Eoefifiaienlen Tenchwinden mHaseiii aohald die 
Ebene v der Fläche ganz angehört 

Nadi Nr. 2 stinunt aber d«r Bang von D mit dem Bang von 



»13 
V, 



V, 



«If 

«54 



«14 

a 



81 



34 



44 



0 



überein, und es kann nach den Gleichnngen (12b), (16) und (17) die 
Beihe (R) dnreh die Beihe 

(B") ^Vk»,n, y»k, 1 (»,i»i,t,»,4) 

vertreten werden. Die prqjekiwe Einteilung des Schnittes einer be- 
liebigen Ebene v mit der dmeh (8) gegebenen fliehe awwter Ordnmig 
ergiebt aieh somit einfteh ans den Werten Ton ^(F) und u;{V). 

Die metrist^ Einteünng dieaee Scbnitteii^ die flelbBtverstSndlieb nur 
dann einen Sinn hat, wenn v eine eigeniliehe Ebene ist, luuigt allein 
ab Ton dem Bange nnd dem YoneidiBn der Determinante 



wenn hi ihr fii: y und s zwei oneigenthche Punkte der Ebene t; ge- 
nommen werden. 
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Da aber dann die Gerade \ yz \ ^ \ vq \ die uneigentliche Oerade 
der Ebpno v ist, stimmt nach Nr. 8, Gleichung (14b) und (19) hier 
D,a mit der Determinante 
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«w 
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in Wert und Rang überein, die metrische Einteilung der Schuittkurre 
iit alio audi durch ^(TJ und den ana der Reihe 

V,, 1 

zu entnehmenden Wert von " ( J'/) gogeben. 

Die für unseren Schnitt giltige Tab*»l!e V (S. 49) erhält man 
somit aus der Tabelle I einfach dadurch, dal's man in dieser A durch 



V und 
zufügt. 



durch Fj ersetzt und ihr eine Kolonne liir (»(F) = 3 hiu- 
(FoEtaetrang folgt.) 



Nachträglidwr Zusatz: f?. 22 Z. 12 v.o. ist statt „da sein von Herrn Frobenius 
geg«;beuer Beweis liuruiiau» elementarer Natur ist'* zu leaen „da die von GuudeU 
finget (Joonuil f. Math. 91 (1881), S99 md TOn Frobeniua ^itaiingsberiehte 
der Berl. Akad. 1894. I. S. 245 f.) gegebenf^n Beweise dieses &diMS durduras ele> 
men tarer Katur sind** und dann Anm. 1) zu streichen. 

S. 88 Z. 18 V. o. füge man die Aumarkung hinzu: Den liang einer Deier- 
uiiiuite nennen vir r, weon alle ihre Unterdeienuttantegi (r — l)ter Stufe, die- 
jenigen rter Stufe aber nicht sämtlich verschwinden. Eine nicht verschwindende 
Determinante hat also den Rang Null; eine verschwindende nctemiinante, deren 
Uatetdebenaiaanten erster Stufe nicht sämtlich veraohvrinden, bat den Kang 1 u. s. w. 
Unsen ^taiyrnki lamit idenÜMsh mil Sylvester« „nullitf" (Amer. Jonm. of 
Hatii. • (1864), 871) tmd der von Frohenins (Joum. f. Math. 88 (1877), 890) aU 
Ranp einer Determinante ilefiniertcii Zahl insofern komplementär, als sieh seine 
und unBcrc Kangzabl r.um < trad der Determinante ergänzen, 

Heidelberg, 21 Februar 1902. 
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Physikalische Probleme der Gleichstrommaschine. 

Von A. RoTTH in Beilm. 

Die nahen Beziehungen zwischen Phytik imd filekh-otechnik lassen 
eine nähere Begründuno; überflüssig erscheinen, wenn in diesen Blättern 
von der Gleichsfr imniaschine gesprochen werden soll, in der Absicht^ 
das Interesse tür einige ihrer physikalischen IVobleme von neuem an- 
zuregen. Nach ihrer schnellen Entwickeluug m den letzten Jahrzeiiuten 
ist die Gieichätronimaschine seit einiger Zeit in den Zustand eingetreten, 
wo nach allgemeiner Erfahrung umwälzende Änderungen Torlänfig nicht 
sm erwarUttt muäf und wo dai SfanelMiL SM^ ihm weiterfln V^rbeiserung 
mid nach Erhöhung ihrer Leiattingpfih^Bett za Tertiefler Behandlung 
soleher phjwkiiliechen Eraeheinnngen an ihr leitet, deren Behandlung 
wahrend der Eniwi<^elnng mehr empiriadi erledigt werden mnlete. 
Ich beabsichtige nun in foli^^M l'>m zunächst berichtartig die weseui- 
lichsten Punkte XU beeprechen, die auf die Ausgestaltung der jetn^w 
Gleichstrommaschine von Einflufs sind, und dabei besonders ihre gegen- 
seitige Abhängiiikeit hervortreten zu lassen. Der Zweck dieses ersten 
Teiles soll lüdigUcli sein, eine knappe zusamnienhängende Übersicht 
bekannter Dinge zu geben, etwa in dem Sinne des im ,^ahre8bericht 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung VII, 1" wiedergegebenen Vor- 
trages von H. Goerges ^ie praktische Berechnung der Djuamo- 
maaehineatty insbeeondere ftr OleiehBtrom", auf den ich hinweise, da 
das Folgende mit dem Mialte jenea Vortragee in gegenseitig er^nxender 
Beaiehnng etehend gedacht werden kann. Im AnBchTufa an den ersten 
Teil soll die durch die Ankenrtt<^irkiu^( entstehende sogounnte 
Feldreraerrung eingehender betrachtet werden. Ich versuche damil^ 
einra Beitrag zur Behandlnng eines der wichtigsten Punkte der Dynamo- 
maschine zu geben, unter Benutzung von Anschauungen, die von den 
sjebrätirhlichen teilweise abweichen. Der Zweck der plauzen Arbeit 
erlaubt die Beschränkung auf die Gleichstrommaschine einiacbster Art, 
deren allgemeine Kenntnis natürlich vorausgesetzt ist 
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I. 

Bei der Bearbeitung des Entwurfes einer neu zu erbauenden 
Dynamomascliine verlangter Leistung die einander teilweise wider- 
sprechenden technischen und wirtschaftlichen Bedingungen in Einklang 
za bringen, erfordert ein mehr oder weniger häufiges Ändem der 
einselnen Teile der Maaehine. An Bechnw^sen kommra bei dieser 
aOinShlidi geataltenden TUltigkeii Toinelmüich zur Anwendung die 
Bereebnnng der elektromotorischen Kraft einer Maaehine Ton gegebenen 
YerbSltnissen und die Beredmung der ErregerwickluDg auf den Feld- 
magnetschenkeln . 

Die Formel für die EJLE. einer sireipoligen Dynamomasehine: 

(1) e(Volt)-«#J«l(H», 

worin « die Umdrebmigaiahl dea Anken in der Sekunde bedeatet, 
M die Anaabl der induaierfon Leiter auf dem Umfimge dea Ankers, 
F die dem Anker si^ekelirte indnsiereiide FUeke emes Poles u ^enif 
0 £e ^foiRlimendidite im Lnflspalt awiaohen Pdffliobe und Anker, 
beruht auf dam Grundgesetee der Induktion eines Leiters von gewisser 
Länge, der mit gewisser Geschwindigkeit die Kraftlinien ein et; magnO' 
tischen Feldes von der Dichte $ senkrecht durchschneidet. Die I&ige 
der einzelnen Leiter erscheint in der Formel vertreten durch die eine 
Dimension der induzieroiiden Fläche F, die linearn Geschwindigkeit der 
Leiter durch die andere Dimeusion von F und die Umdrehungszahl. 
Dafs in der Formel nur die eine Polflache auftritt, hat seiueu ein- 
fachen Grund in der Parallelschaltung der beiden Aukerhülfteu durch 
die rtrontabnebmenden Kirrten. Bei ungleichmälsiger Verteihmg dea 
Miagiieffcismua im Luftspalte ist unter S9 die mittlere SjralÜiniendiehte 
an verstehen. 

Der Formel (1) kann genttgt werden durch einen Anker beliebiger 
ChnUae; bestimmi wird dieae erst durch die der gef<urderten Leistung 
entsprechende Stromstarke. Im Beginne der Entwickelung der Dynamo- 
maschine war man, in mifsverstruullieher Übertragung des Gesetzes der 

grofsten Leistung galvanischer Elemente bei gegebenem anfseren Wider- 
stande, vielfach der Meiniinii';. dai's der Ankerwiderstand der Dynamo- 
maschine eine gewisse erhebliche Grofse haben müsse. Ein ähnliches 
Mifsverständnis, bestehend in der Verwechselung der gröfsteu Leistung 
eines Elektromotors nach dem Jacob i sehen Gesetze mit dem Wirkungs- 
grade (Nutzeffekte); war noch in den 80er Jahren von Werner Siemens 
wiedexholt ridhtig an ateOen. In Wjiküehkeit sdidigt der Anker- 
wideratand durch die Stromwirme in den Ankerleitwn unter allen 
ümatinden den Wirkungsgrad der Ifosdiine und iat deshalb thunlichst 

$» 
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klein so halten. Ein kleiner Ankenridmtand Terlangk abor grolken. 
Qa^vehniift der Ankerleiter, damit grofeen Anker und grolM Ab- 

mesBimgen der ganzen Maschine, die dann wieder wegen zn liolier 
HenrfcellungBkosten unwirtschaftlich werden kann. Praktisch hat sich 
nun, nachdem mehr und mehr der zulässigen Erwärmui^ der Maschinen- 
teile Braclihins^ geschenkt ist, als bestimmend ffir die Abmessungen 
de?« Ankers die Bedingung bpia^iHjrebildet, dals die Oberfläche des 
Äiikers ( und ebenso die der andereu stromluhreuden Teile) grofs genug 
sei, um bei der zulässigen Temperaturerhöhung (im allgemeinen etwa 40") 
alle durch den Strom, durch Wirbelströmo und Hysteresjs lu den 
Leitern und im Ankereisen erzeugte Warme durch Strahlung und 
Leitung an die Umgebung abführen zu können. Wie grois dabei die 
fttr eine gewisse Wärmemenge erfordezliehe Oberffitdie m nehmen ist, 
hSngt sehr toh der Bauart der Maschine ab. Die Wanne vird 
hanptsSehlich abgefOhrt durch Leitung im die rangebende Luft, nnd 
diese Ln regehnäfsiger Strömung bei niedriger Temperatur mit den 
warmen Oberflächen in Berührung zu bringen, wird bei den jetaigen 
Dynamomaschinen immer sorgfältig benlcksichtigt. VV^enn nun schon 
die Mitberücksiehtiginio; der im Ankereisen entstehenden Wanne liei 
verschiedener Abkühlungsfähigkeit der Oberflächen die Wahl des Leiter- 
querschnittes ersehwert, so wird die Aufgabe durch andere Umstände 
noch verwickelter. Zunächst ist von der Ankei^ofse auch die in- 
duzierende Fläche abhängig, da man den von den Feldpolen umfafsteu 
Bogen naturgemäfs so grofs nehmen wird, wie mit andern Bedingungen 
TerträglicL Bei gröfserer induzierender Fliehe, also bei grSfiierem 
BjraftflnBse vird aber der Gleiehung (1) mit an» geringeren 

Zahl Ankerleiter gemligt, die infolgedessen einen entsprechend griUsei;«» 
Querschnitt haben kiinnt n. Von dem Ankerdurehmesser hangt wieder 
sein Verhältnis zur Länge ab, das die Erfahrung wenigstens in weiteren 
Grenzen dahin festgelegt hat, dals der gröfsere Anker eine relativ ge- 
rinfi^cre Länge erhält. Aufser der Rücksichtnahme anf vcrschiodene 
andere weiterhin behandelte Einflüsse erschweren dann noeh kleinere 
Umstände die Übersicht, so die Art der Isolation der Ank( rlcitei , das 
aus mancherlei praktischen Gründen schwaukendo Verhältnis der nutz- 
baren, wirklich induzierton Länge eines Leiters zu seinor ganzen Länge. 
Dieser Hinweis wird zur Genüge zeigen, dafs die einzelnen bestimmenden 
Gr5isen nidit in einfuhai Veri^tnissen zu einander stehen. iSm ist 
hier, wie bei vielen andern teehnischen Au^bw, immer wieder gern 
geneigt, eine rationelle Behandlung etwa nach Ajrt des von Kewton 
angegebenen Prinzips der mechanischen nnd phoronomischen Verwandt- 
Schaft zu Tersuehen, und thatsaohlieh stellen sich audi die Qrund- 
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elemADte des Priunpa, die Aiucliauuiig antorstützeiid, nnwülkOrlich 
yon gelbst ein, aber seine genauere rechnerische Benutzung scheitert 
immer schon ))ei den ersten Schritten aa der Kompliziertheit der Auf- 
gabe und an dem Einflüsse solcher bestimmenden Gröfsen, die rechnerisch 
überhaupt nicht zu fassen sind. Hinsichtlich der ersten Bestimmung 
der Ankergröfse für eine «j^egebene Leistun«; ist man deshalb ganz auf 
versuchsweise, der Erfahrung entlehnte Annahmen augewiesen, die bei 
weiterer Bearbeitung der Aufgabe zu korrigieren sind. Die Erfahrungen 
sind vielfach in empirischen Formeln für die Ankeigröfse zusammen- 
gAÜkf die gelegenüieh zn Vergleichasweekeii auch dienlich sein kSnnen, 
deran BemnlBiiiii; aber immer die kritiBche Beachtung ihres Geltangs- 
berdehes imd ihrer Horlnmft Terlaiigi Dsaselbe gilt Ton den in yer- 
hreiteten Hsndbadiem enthaltenen Angaben fiber aulSaaige Stromdiehfce 
in den Ankerleitem, erforderliche Kühlfläche fOr den Anker und fllr 
die Schenkelwicklmigen und über andere Verhaltnisse, die ihrem Wesen 
nach so schwankend sind, dals statt der bestimmten Angaben 
unbestimmte Betrachtungen der beeinflussenden Faktoren viel ei^ 
wünscht er wäre. 

Die vorläuttge Bestimmung der Ankergröfse gicbt den ersten An- 
halt zur Formgebung des Mt^^netgestelle.s unter geeigneter Wahl der 
Kraftliniendichte in den einzelnen Gestellteileu. Die typische Form 
moderner Glcichstrommaschinen ist vollständig symmetrisch mit gleich- 
miisig auf die Schenkel verteilter Erregerwicklung^ wie Fig. 1 ^) für eine 
sweipolige Maschine sndeat^ Die zur Herstellung des gesamten 
magnetisdien KraMasses F- S erforderlichen 
Amp^rewindmigen in der Exr^erwicklnng sind 
nun nach der unübertrefflich einfoch«i, von 
Bowland, Werner Siemens, Kapp u. a. ge* 
schaö'enra und in ihrer jetzigen Form von 
J. Hopkinson gegebenen Methode bestimmbar, 
der die fruchtbare Anschauung vom magnetischen 
Widerstande, der magiietomotorischen Kraft und 
deren Analogien mit den <'lektri.schen Grölseu 
zu Grunde liegen. Danach ist für jedes Centi- 
meter Kraftlinienlänge') in den einzelnen hintereinander geschalteten 
Teilen der magnetisohen &eise der Maschine zur Überwindung des 
magnetisdien Widerstandes eine gewisse Anzahl Amp^rewindui^en 

1) Dir Ki>r<irün 1, 2, 1, 6 »in<i mit freundlicher i<^rlaubmii des Uerru Uoerges 
seiner eingaugs erwähnten Arbeit entnommen. 

t) Der einfoehcien Aiudmcksweifle wegen ist hier wie ün folgenden kein 
Untessoliied nriichen ^KiaftUnien*^ imd ,4ndnktionslimen** genuMdit. 




Fig. 1. 
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HufiÄUwenden, die vou der Kraftliniendichie abiiiiiigt, für die Luft 
aus 0,4 a (ni) — B zu berechnen, für die Eiseuteile aus experi- 
meatdi geiwoniMiMii TalwUeiii od«r Knrren sn CDtndiiiMai isi IMe 
Summe der so fttr die gauBe LSnge der EraftliiuNi im &ul)Mrea 
BahmeD (Joch), in den Scbenkelii, in dem Lnftepalt und im Anker 
sieh ecgebenden Amptoevindungen, etnaehMefelich eines erheblichen, 
noch nSher zu besprechenden Zusclilages, ist Ton den Schenkel- 
wicUimgen zu führen. Die Rechnung gilt genan allerdings nur £Ür 
geschlossene, gleichmärsig bewickelte Eisenringe, und nicht für (Ue 
magnetischen Kreise einer Dynamomaschine mit ihren sprungweise 
veränderlichen magnetischen Widtr^tärden un<l vei hiiln iümäXsig kurzen 
Spulen auf den Schenkeln. Aulkerdem bereitet die uicht scharfe Be- 
grenzung dei? ma^;netischen Felde-s an den Polknnten, und die ungleiche 
Verteiluug des Magnetismus unter der Polllüche bei Zahuankeru iu der 
Schätzung dar virklifihen QrQbe der indumerenden Flache und des 
m^etischen Widerstandes im Luftspalte einige Sdiwieri^eiten. In- 
dessen giebt die Hetbode bei Torsiehtiger Hsadhabung durchaus be- 
friedigende Resultate und bal^ s^t etwas mehr als einem Jahisehnt in 
sllgemeinem Gebrauche, die frohere ünaicberheit der wichtigsten 6e- 
rechnung der Dynamomasehine gründlich beseitigt. Die rationelle Ent- 
wickelung der Gleichstrommaschine ist ihr wesentlich zu verdankeu, 
und selten wohl hat eine gut begründete wissenschaftliche Anschauung 
einen so handgreiflichen praktischen Nutzen gestiftet. 

Vor Eingehen auf weitere Einzelheiten ist an dieser Stelle zweck- 
mäfsig die \siikliche Ausfühnmg der Schenkelwicklungeu zu betrachten. 
Diese verursachen natürlich einen gewissseu Verlust an elektrischer 
Leistung, der den Wirkungsgrad der Maschine herabsetzt. Lidessen 
«folgt ihre Dimensiomerung im allgemeinen weniger mit Bttcfcsicht 
auf diesen immer nur kleinen Verlust, als Tislmehr im Hinblick auf 
genügende Kflhlfllche sur AbflÜirung der entstehenden Stromwirme. 
Die ma&gebenden Gesichtspunkte lassen nsk kurz erläutern unter 
Annahme einer Nebenschlufsmasohine, hei der also zur Erzeugung der 
erforderlichen Stromstftrke in den Windungen der Erregerwicklungen 
die volle Kleanmensprinnnng der Maschine zur Verfügung steht. Die 
sinngemäfsc Anwendung der Oesir-btspnnkte auf Beihenschlaikniaachinen 
bedarf dann keiner weitercii Erl^laruug. 

In der vorläufig festgelegten Forin der Maschine ist nach Schätzung 
ein gewisser Wiokelrauni von meist rechteckigem Querschnitte ftir die 
Erregerwindungeu vorgeaeheu. Bei gegebener Klemmeuspaimung der 
Maschine handelt es sich zunächst um Bestummung des passenden 
Drahtdurcfameesers. Denkt man sich die Widdung mit Draht von 
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gewiaiem Qoenchiiitte aiugafiDluH^ womit also bei bratimiiitem Widcid- 
xamne auch die WindmigHWiihl und der Widerstand der Wicklung 
gegeben ist, so eoitetehen die geforderten Amperewindmigen bei einer 
bestimmten Spannung an den Spulenenden. Wenn man dabei femer 

die Windimp-szalil rerkleinert, aber unter Festhalten der mittleren Länge 
für die vpibieibenden Windungen, so sinkt in demselben Verhältnisse 
der Widerstand der Wicklung imd umgekehrt steigt die iStromstärke, 
die AnipercwiiiduügBzahl bleibt damit erhalten. Sind demnach all- 
gemein mittlere Winduugsläuge und Spannung gegeben, so entspricht 
einer gewissen Amp^windnngSKiJil (Ä — W) ein iMBÜmmter YOa der . 
DrahtwindungBulil unabhängiger Drahtqnereehniti Die eiofadie Forniel 
für diesen: 

(2) ,,^A=jn±i 

(woriit q in qmm, die mittlere Windungalange { in m, e iu Yolt aus- 
gedrückt ist, während r dssk Widerstand von 1 m b^ 1 (inim bedeutet) 
ist dadurch ohne weiteres verständlich. Dagegen ist die Drahtwindungs- 
zahl und damit der Wickelraum malsgebend üir den Wattverlnst in 
den Spulen und für deren Kühlung; denn der geringeren Draht- 
windungszahl entspricht eine höhere Stromstärke, und der VVattveriust 
steigt quadratisch mit dieser. Bezeichnet man mit n die Wmdungszahl 
einer Spule, mit i die Stromstärke, mit c einen Koeffizienten, der 
dae YerhSUaus dee WiekelmumqitexachmtteB sa der Simune der in 
ihm enihaltenen Iieiterqnenduutiie «aedrfickt, so kann die Formel (2) 
geschrieben werden 

(3) eqn = e ^^-^ — . , 

Darin ist aber cqn der Querschnitt des Wickeb-annies, in die 
Amp^windungszahl, ei der Wattverlust. Da nun das Kupfergewicht 
dem Wickelranm proportional ist, so steigt es bei gleichem Wattverlust« 
quadratisch mit der Amperewindungszahl. Es läist sich weiter leicht 
zeigen, dafs, immer unter AnnuhmH der gleichen mittleren Windungs- 
länge, wobei also der Wickelrauiu nur in der Höhe parailel zur 
Schenkelaxe vergröfsert werden kann, bei gleicher Abkühlungsfläche 
für 1 Watt das Kupfergewieht dear Amperewindmi^pnnbl ^m&ch pro- 
portional ist Die Sisbenkellänge bei»nflii(Bt aber die Grdlse der ganzen 
Mssehine, also die fttr Schenkel und Joch an&nwendenden Ampere- 
windmigen, ao dafs die Gewimrai^ einer grSläeren Spnlenoborflache 
miter den angegebenen Bedingungen wieder eine Steig^mig der Ampere- 
windttngen im ganzen zur Folge hat. Eine nähere systematische Ver- 
folgnng dieser Yerkältnisae ist schon deshalb aweeklos, weil die Dicke 
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der Isolation auf den Drähten kein festes Verhältnis xu dem Durch- 
messer hat, vielmehr aus praktischen Gründen sich stark und dahei 
ungleichmäi'sig ändert. Ähnliches gilt von der lietraclitxing des Ein- 
flusses der mittleren Windungslänge, über den hier nur beispielsweise 
bemerkt sein mag, dals hei Ersatz giifseisemer viereckiger Magnet- 
Bchenkel, wie sie in der Skizze, Fig. 1, angenommen sind, durch solche 
von magnetisch besser leitendem StahlguTs und rundem Querschnitte 
mit amgemeHsenen Yerbreitercu^^ für die induzierende Fliehe, nnfer 
sonst glmehen Umsliaden eine Knpfererspamis von mdir als 307» 
erzielt werden kenn. Die wenigen Angabea und die Betrachiiuig aus- 
gefnbiter Hasdiinen genügen aber aaeh va. der Sinaich^ in wie hohem 
Grade GrOfw, Gewicht imd Preis der Maschine von der Schenkel- 
wiekluDg abhingt. Eine thunlichst niedrige Amperewindungszahl fflr 
die Erregung zu erhalten, ist deshalb eine der wichttf^ten Sorgen beim 
Entwürfe einer Dynamomaschine. 

Bei dt>r oben verlassenen R^Htimniung der Amperewindnnj^en auf 
den Schenkeln war schon enviiiuit, dafs die so gefundene Zahl noch 
durch einen erheblichen Zuschlag ergänzt werden müsse, richtiger 
gesagt durch mehrere Zuschläge, die giörsteuteilB mehr durch Schätzung 
und YtKfßskäik mit ai^jj^lhrten IfMHiim^n, ak dweh Rechnung gefunden 
werden können. 

Die a|ffangweise Xnderung des magnetSscIien Widerstaadee, besonders 
an den Luflspalten zwischen Schenkel und Anker veranlafiit ein teil- 
weises Aus^dien der magnetischen Druckdifferenz auf Nebenwegen, 
statt durch den Anker hindurch, namentlich den Übergang von Kraft- 
linien unmittelbar von.Pol zu Pol, die zwecklos vom Joch und von den 
Sclienkeln zu führen !?ind. Die Weglänge dt'r Kraftlinien ist dabei 
allerdings beträchtlich, ebenso al)er auch der Querschnitt der magnetischen 
Nehenschliefsung durch dif; Luft. Aus der Analogie der Verteilung 
magnetischer Strömung in Zweiirleitnngen mit dem Ohmschen Gesetze 
ist nun leicht zu erkennen, dalü em um so grölserer Teil des gesamten 
Kraftflosses durch die Nebenschliefeungen gehen wird, je grolser Tcr- 
hiltnismifing der Widerstand in den Luftqpelten zwischen Anker und 
Schenkd ist. Nun sind aus Gründen der R^palierung dar Maschine^ 
auf die hier nicht «ng^angen werden eoU^ bei Haschinen gi»- 
briuddicher Art zwedmüUsig die für die Luftspalten zu Terwendenden 
Amp^rewindungen ungefihr gleich den Amp^windungen für den 
übrigen magnetischen Kreis zu machen Ein kleiner Luftspalt ▼er- 
ringert also nicht nur die unmittelbar für ihn erforderliche Erregung, 
sondern auch die Streuung, die Erregung für Joch und Schenkel, mittelbar 
aach die Querschnitte dieser Teile und, mit Rücksicht aui' das über 
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die Sehcaikelwiddntigeai G«eagte, GrSläe und (Gewicht der ganzen 
HMclime in so ]iohem Ghmdej dtb mMi im EBnUieke auf die naeh- 
fblgenden, seiner zu weit gehenden Verkleinerung entgegenstehenden 
Gründe, die Bemtthfingen tat Herstellung einer guten und wirtsdttft- 
lichen Dynamomascliine im wesentlichen für die riditige Bemessung 
des Luftspaltes aufzuwenden hat. 

Die fVilher ^ebriiuchlifhen glatten Anker eTga})en wftjpn des Raum- 
bedarfes der Leiter auf dem Umfange von selbst einen im magnelisciieu 
Sinne grofsen Luftspalt. Diesen verkleinern zu können, war ein ge- 
wichtiger Grund für die Äufnalime de8 Zahnankers ,^Fig. 2), den man 
sich aus dem glatten entstandea deoksn ktun snnldtat dmcili Ver- 
grdfiBemiig dea Luftspaltes, Znsammcai- 
äehen der vorher dicht gereiliten Leiter 
sa Gruppen mit ZwiBehenzSumen imd 
AusfÜlliD^ dieser Zwisdiooiaimie durch 
Eisenkeile, die in der praktischen Aus- 
flihnmg als ans dem Ankerkern hervor- i — | 
ragende Zähne erscheinen. Zu dem mag> { | 
netischen Widerataiidp des eigentlichen 
Luftspaltes ist dann noch der Wider- 
stand der Zäkue zu rechnen, der je 
nach den Ums^den einen grüfseren 
oder kleineren Teil von jenem beträgt, «»t. 
wünend der ganse Widerstsnd der 

Absicht gemSIs kleiner genommen wird als der Widerstand des 
Lnltspaltes hol glattem Anker mit gleichem Gesamtqnersduiitte der 
Leiter. Die Berechnung des magnetischen Widerstandes «wischen 
Schenkel und Anker ist, wie frOher schon gesagt, heim Zahnanker 

ptwas tin^ic-h(^r, da natürlich auch die Nuten zwischen den Zähnen 
Kraftlinien führen, deren Betrag bei hoher magnetischer Dichte in den 
Zähnen niilit unerhchlicli ist, und da ff^mer im eigentlichen Luftspalt« 
die magnetische Dichte vom Zahn zur Nut und umgekehrt wec}i."^elt. 
Eine genaue Behandlung der so entstehenden Kraftlinienverteilung ist 
bis jetzt nicht durchgeführt, bereitet auch wegen der eigentümlichen 
maguetischeu Eigenschaften des Eisens besondere Schwierigkeiten, ist 
aber keineswegs als überflüssig anzusehen. Denn aufser der doch 
immerhin wflnsehsosweiten genaueren Berecimung des magnetischen. 
Widerstandes wfirde die Xenntnis der wirklichen Krafllinienyerteülmg 
im Zahnanker einw Sdiluls über die Wirbelsfo'omTerlttste in den Leitern 
ermo^ehen, die in den Nuten dodi nicht vollstSndig magnetisch 
gssdürmt sind. Auiserdem muis sich die ui^eiche Verteilung der 
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KrafUisiciL im Luft^alte ftuf eine gewiase Tisi» in das Eisen det 
Schenkels hiiMÜt entrecken und dort durch WirbelstrSme nnd Hystereaia 

Verluste verursaclien, die sich durch Erhitzung dm Poleisens kundgehen. 
Thatsädilich hat der neuerdings vielfach durchgefDLhrte Ersatz der 
massiven Pole durch solche nar-h Art der Anker aus dünnen Eisen- 
blechen mit isolierenden Zwischealagen hergestellte eine Verringerung 
der Verluste durch die Wirbelströnie ergehen. Über die Grölke der 
Hystwesisverlust« gehen die Ansichten aber weit auseinander, über 
die Ausdehuuüg der wechselnden magnetischen Dichte im Poleisen in 
der Nihe des Luitspaltes fehlt noch jede klare Vorstellung. Diese 
Frage hangt Übrigens nahe zasammen mit dcor weiteviiiii eingehend 
behandelten sogenannten FeldTeKxeming. 

Zu den beaprodLenm, die Ywrhaltnisse der Mawehine eehon bd 
stromlosem Anker beeinflussenden Erseheinnngen treten nun noch die 
durch den stromgebenden Anker veranlalsten, die teilweise wieder mit 
dem Luftspalte in Wechselwirkung stehen. Der Widerstand des Ankers 
und der Ubergangswiderstaud der Bürsten veranlassen einen mit der 
Stromstärke steigenden Abfall der Klemmenspannung, der durch stärkere 
Induktion der .\nkerleiter ausgeglichen werden inuls. Bei dem immer 
verhältnif^niiusig kleinen Ankerwiderstande ist der Einfluls diesen Um- 
standes auf die Schcnkelerregung im allgemeinen nicht grofs und be- 
darf hier nur der Erwähnung. Viel einflufsreicher aber sind die Er 
sdieinungen, die unter der Bezeichnung „Ankenttckwirknng'' za- 

sanunenge&fst werden und die an Hand der 
sehematischen Skiaae Fig. 3 znn&chst im Zu« 
sanunenhange kurz erlintert snn mSgen. Die 
Leiter auf dem Umfange des Trommelanker^i 
führen bei der durch Pfeil angegebenen Dreh- 
richtung und der bezeichneten Polarität der 
Feldmagnete Strom in den durch Kreuz und 
Punkt angedeuteten lliehtungen, wobei der 
letztere (Pfeilspitze) die Bichtung vom Papier 
zum Beschauer bedeutet. Der Wechsel der 
Stromrichtung in den Leitern beim Über- 
gange aus dem ma^ettaohen Felde des wuai 
Poles in das des audoren darf sich nun 
bekannÜich erst ToUaiehen, nachdem die gerade dureb die Bfirsten 
kun geschlossene Windung bereits in die Nahe des anderen Poles 
gekommen ist, damit irahrend des Eunaehlusses die der Selbst- 
induktion des Leiters entsprechende magnetische Energie ohne 
Foukenbildung am Kommutator durch die Einwirkung der an- 
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lanfendeD Pdspiin in Eneorgie gl«dier OrÖlw mit eatgeg^ngeeetBtem 
Zdehen Tenrandelt wird. Die BOnten sind abo (bei einem Gesie* 

rator) im Sinne der Drelirichtnng etw» in die Stellung 5jS^ Tono- 
eehiebrau Denkt man sich dazu die ^mmetrieche Gerade B^B^ an 
den andern beiden Polspitzen vorbeigezogen, so enthält die Zone 6, i?j 
bezw. JiJ)^ auf beiden Seiten des Ankers Leiter, die wenig oder gar- 
nicht von den Polen heeinflufst sind. Die Amperewindungen dieser 
Leiter suchen aber den Anker in der Richtung ns zu magnetisieren, 
entgegengesetzt der Richtung NS der Feldpole, und diese auf Ent- 
magnetisierung des magnetischen Kreises wirkenden iVmperewindungen 
mfieeen wieder dwctk einen mit der Stroms^ke des Anken eteigenden 
Znschlag zu der Feldenegong ausgeglichen werden. Dnrch die sogenannte 
SehnenwieUnng des Tronuneknkers läbt sieh fibrigens eneiehen, daTs 
die Leiter inneilialb der Zone h^Bi besw. B^hf Strom abweehseilnder 
Bichtnng fUimi, die entmagnetigierenden Ampteewindungen auf dem 
Anker damit wesentlich herabgesetzt werden. Gegen diese natfirliek 
nur grobe, aber anaahanliche Vor^it llung dürfte wenig einsnwenden 
sein. Viel schwieriger aber ist die Wirkung der Amperewindungen 
auf dem Anker zu bestimmen, die durch die Leiter zwischen h\ bezw. 
Bih^ unter den Polen erzeugt werden. Diese Windungen suchen den 
Anker in der Richtung va zu magnetisieren, senkrecht zur Riclitung 
des magnetischen Feldes zwischen Anker und Schenkeln; das Zusammen- 
wirken beider Felder ergiebt eine Verzerrimg der bei stromlosem Anker 
sjmmetrisoh in der Schenkelachse TwknfiBndflB Kraftlinien, sodafe deren 
Dichte an der im Sinne der Drehnng vorderen Polkante gesehwSdit wird, 
an der anderen dagegen TerstSrkt (Flg. 4\ 
Dabei wird infolge der mit sieigMider Mag 
netisienmg des Eisens sinkenden Permeabili- 
tät der magnetische Widerstand des Kreises 
in der Umgegend des Luft^altes erhöht, 
izleiehzeitig damit die Streuung, und zur 
Erhaltung der normalen Spannung der 
Maschine wird eine beträchtliche weitere 
Vermehrung der Erregerwindungen not- 
wendig. Aus nahe liegenden Gründen hat 
die Feldverzerrung in den davon betroffenen 
Eisenteikn aneh eine YeigiQAerang der Vedoste war Folge; tot allem 
aber ist die sichere Stromwendong daTon abhingig^ da ja der Ibgnetis- 
mns der Polkante^ unter deren Einflnfs sieh die Wendnng au Tollziehen haf^ 
nach einem gewissen Gesetse mit steigender Ankerstromstibrke sehwEdker 
wird. Jki der Unsicherheit^ die dm Theorie dnr Stromwendnng trots der 
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in Tiekr Huuidit USranden Arbeiten ron K»pp, Arnold, Fischer- 
Hinnen u. a. immer noch anhaftet^ ist bis jetzt nicht anzugeben, welche 
magnetische Dichte an der wendenden Polkante vorhanden sein mufa, 
wn unter bestimmten Umstanden noch funkenfreie Stromwendung sni 

erzielen. Da man darin im wesentlichen noch auf vergleichende Er 
l'ahrungeu an ausireiührteu Maf^ebinen angewiesen ist, so hat die Be- 
stimmung der Krafilinieiivcrti'ilung bei stromgebendem Anker bisher 
im allgemeinen iiirht die eingehende Beachtung gefunden, die wegen 
des Zusamnu nhaugeä mit der Stromwendung und aus anderen Gründen 
erwünscht ist, um die Theorie der Oleichstrommaschine allm&hlich zn 
TenroUkommnen. Die folgenden Beitrage dasn werden Anlsfii geben, 
andi auf andere^ noch, nidit berdhrte Paukte einsugehen. 

n. 

Znr nSheren Bestimmnng der dnieh die stromfUirenden Anker- 
leiter unter den Polcsi Tenunachten nngleichfönnigen Yerteilnng der 
¥ Mft1imMi Bwisdien Bdiwkel und Anker hat Herr Kapp folgenden 

Weg eingeschlagen.^) Man denke sich einen Teil der Ankeroberfläche 
mit der sugehfirigen Polfl&che in eine Ebene abgewickelt (Fig. 5) nnd 

zwischen beidendie strom- 
führenden Leiter zu einer 
Htroraschicht vereinigt, 
sodafs auf jedes Centi- 
meter des Ankerumi'auges 
^ die Stromstärke i (in 
Amp.) entlaUi Jeder 
Strom&den sndit um sieh 
ein siikulares magne- 
tisches Fdd SU enengen, 
das mit zweimjiliger 
Durchbrechung des Luft- 
Spaltes von der Breite tl 
halb im Feldpole, lialb 
im Anker verläuft. Kapp 
nimmt nun an, dal's der uiaifnetische Widerstand des Eiseu-s sehr 
klein ist gegen den Widerstand des doppelten Luftspaltes, dals also 
die ganze Krafbwirkong eines Stromfadens von der Breite dx in 
dem Luftqnlte konsenfariert wird. D» die Arbeit des Einheitspoles 
beim einmaligen Umkreisen des Stromfisdens 0,4igidx ist, so wird in 




1) Kapp, DjnuunamaBchine, 1899, S. S08ff. 
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einem Ponkfce dee LnftspalteB, der wenigstens so w«k Ton ihm abUegfc, 
um die zax Sfamnschicht senkrechten Eiaftlinien innerhalb des Luft- 
Speltes als Oende ansehen zu können, die von d«n B^m&den erzeugte 

EnlUiniendiehte (?J9 — Unter YemaehliBsigang der st&rker 

gekrilmmten oder gamidit durch das Eisen sich scUieftendai Kraft' 
linien in nftchster l^e des Stromfitdens ist die Wirkung aller Strom- 
faden auf einen Punkt p im Abstände a Ton der MitteUinie zu snmmieran, 
wobei im Sinne der Yoiaussetnmg nur die unter dem Pole wlbst 

liegenden StromAden zu bertteksiehtigen sind. Wenn dabei die Richtung 

der Kraftlinien von oben nacb unten als positiv angesehen wird, so 
entsteht unter Beachtung, dafs bei den in der Figur angedeuteten Ver- 
hältnissen die Stromfädon links von p in positirem, die rechts von p 
in negativem Sinne auf ihn wirken: 



Wie schon ans Sjmmetriegrfinden folgt, ist die Gesamtwirkung 
der Stromsehicht auf einai Punkt in der Hitfcelebene gleidi Null, 
wahrend fflr die Polkanten rsehts und links der Wert bexw. ku 



magnetiaehe Wirkung der Stronnehieht Übe sich, und wenn in II das 
Rechteck abcd die gleichmSbige KmftlinienTwteQui^ zwischen Pol und 
stromlosam Anfcnr bedeutet, so erMlt man durch Addition der Werte 
aus I au denen in II in dem Trapea ahe'd* die Darstellung der Verteilung 

bei stromführendem Anker. Selbstvorstindlich wOrden in Wirklichkeit 
wegen der nicht scharfen Begrenzung der magnetischen Felder die 
Figuren sanfte ÜbergSnge der verschiedenen Zustände zeigen. Damit 
würden also magneti.sche Schwilchung und Verstürkiinf? dvr Polkanten 
projKirtional der Ankerstromstärke sein, und die in der Pr:ixis nl)Hche 
Regel näher begründet, dal's zur Erhaltung genügender magnetischer 
Dichte an der wendenden Polknnte die Aniperewinduntieu auf den 
Schenkeln, genauer die zur lljerwiuduug des magnetiächeu Wider- 
standes dee Luftspaltes erforderlichen, im Verhältnisse au den Amp^e- 
windnngen auf dem Anker nicht unter ein gewisses Halb herunter' 
gehen dürfen. 

Diese wohl allgemein angenommfine Bestimmung der Fetdveraermi^ 
soll natOriich die Ersdieinungen nur angenähert wiedergeben. Es fragt 
sich aber, ob die Annäherung grofs genug ist, ob die Terein&chenden 




± 



0,4 ff t b 



wird. In graphischer Darsfcdlung giebt dsnach Fig. 5 1 die 
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Annahmen noch xaULsfiig sinfL Bei Zabnankem kommt zn dem Widav 
stände dei eigentiichen Lnftepaltes nodi der Widerstand der Zilme 
lunza, der bei ansgeftOirfeen Maschinen sehr Tersohieden ist^ kanm unter 
15% des ganzen Widerstandes sinUy aber auch mehr als die Hälfte 
davon hcteSgt. Bei so hohen Worten des Zahnwiderstandes kann die 
Einf&hrung eines äquivalenten Luftspaltes wegen der veränderlichen 
Pf^rmeabilität des Pjisens dioi Anwendbarkeit der Formel (4) kaum noch 
genügend sichern. Es nnifs ferner zweifelhall erscheinen, ob der 
Widerstand im Eisen des Schenkels und des iVnkerB so klein ist, wie 
die Ableitung der Formel vorunssotzte. Die von dem AukerRtronie in 
der Umgebung des Luttspaltt» erzeugten magnetischen Kreise würden 
sich, bei nicht erregter Maschine schematisch etwa nach Figur 6 ge- 
stalten. Bei dem durdi die Polspitaen gehenden Kreise ist ersichtlicih 

der im Bisen verkiifende Teil so grofs, dalb 
wenigste eine pobe Sehätramg des Yerhalt- 
nisses awisehen Sisenwiderstand nnd Lnffcwider^ 
stuid angeregt wird. Für eine neuere Maschine 
ergab sich beispielsweise, dafs unter Annahme 
gufseisemer Schenkel bei nicht erregter Maschine 
und gröfster beim Gebrauche noch zulässiger 
Ankeratromstärke das fri^liche Verhältnis etwa 
1 : 2 sein dürlle. So roh nun auch dies Ennitte- 
lungsverfahren iiier sein mag, ho macht es doch die 
Zuläbäigkeit der Annahme unbedeutenden Eisen- 
viderstandeB mindestens zweiMhaft. Und dab« bleibt noeh, wie bier sebon 
betont werden mag^ die Frage offen, ob nicht etwa bei erregler Ifssebiiie 
der fragliche Eisenwidevstand grdlser ist. Die aus Fotmel (4) fflr die 
Polspitzen sieh eigebenden Werte wOiden dann bedentend zn grofs ans- 
fidlen. Das legen auch Yeranchseigebnisse gnter Maschinen von ver- 
hältnismäfsig hoher Lel^^tnngsfähigkeit nahe. Wenn auch sicher die 
Stromwendung nicht allein von der magnetischen Dichte der Polkante 
abhängt, sondern aneb von der bis jetzt noch nicht zu bestimmenden 
Form des magnetischen Feldes an der W'endestelle, so ist doch nicht 
wahrscheinlich, dafs die Stromwendung ohne Bürstenversebiebnng noch 
befriedigend bis zu Ankerstromstärken erfolgen könnte, bei denen nach 
Formel (4) die Polkante bis auf einen kleinen Teil des Anfangswertes 
geschwächt sein wflrde. Bemerkt sei noch, dafs die Ableitung der 
Formel auch keinen Anhalt zur Beurteilung giebt, wie weit die Feld- 
Terzenrnng sich in das Sehenkeleisai hinein ersbredkt. Unbefriedigend 
endlidi emdieint Tor allem bei der benutzten Ansehaanng der ümstand, 
dab sie keine Erklimng fOr das hindernde od«r fördermte Drehmoment 
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ftin Generator oder Motor giebt^ da alle Tom Anker ausgehenden Kräfte 

senkrecht zur Stromschicht stebeu, also durch den Mittelpnnkt des 
Ankers gehen, während doch die Erlautemng der FeldTenBemmg die 

des Drehmomentes mit enthalten müfste. 

Zur Gewinnung einer anderen Vorstellung ii^ier rlas VV'eson der 
Ankerrückwirkung sei zunächst auf die eleraentan u magüetischen Er- 
scheinungen hei 3tromdurchflo88Gnen Leitern eingegangen. Ein einzelner, 
genügend langer gerader Ötrouifadeu bildet iu magnetisch homogeueui 

Mittel ein zirktdares Feld um sich, dessen Intensität im Abstände a 
2t 

für Luft durch ^ gegeiien ist. Zwei einander nahe gerückte Strom- 
faden werden teils von gemeinachaftlicheji KruffÜTurn nnmobluniren, 
teils einzeln von zwischen ihnen durchgehenden Kraitimieu, die beim 
Näherrücken der Stronifiiden mehr 
und mehr verschwinden. Eine ebene 
^tonUkdlidlk TOn geringer Dkke 
und i^eiohidUBiger Stromdidhte Iwiii 
ans dicht aneinander gereiliten 
Stromfiden anwammengerotgt ge- 
dacht werden. Li der Mitte der 
Stroraschicht (Fig. 7) verschwinden 
wieder aus Sjmmetri^ünden alle 
Kraftkomponenten senkrecht zur 
Stromschicht, und weim diese unbe- 
grenzt nacli beiden Seiten verbreitert 
gedacht wird, so sind sämtliche Kraftlinien ihr parallel, da jeder Faden 
in endlicher Eutternung als Mitte angesehen werden kann. Für einen 
Punkt p der seitlich begrenzten Stromschicht ergeben sich die zu ihr 
MokrediteiL Kiaftkomponenten nadi Fig. 7, wenn a den Abitand des 
Punktes p nnd x den eines Strom&dens von der Mitte der Stronudiieht 
bedeutet) unter Berflcksichtigung der entgegengesetzt wirkenden EriUEbe 
der Stromfaden rechts nnd links von p aus: 





1 










1 












9 



mam i in Antpire ein^f&hrt wird. Die ans dieser Formd sich er- 
gebenden Werte sind im Veiij^eich zn den bei Dynamomaschinen an 
beaditenden magnetischen Kräften so klein, dafs praktisch auch bei 
b^^enzten breiteren Stromschichteu die Kraftlinien als im wesentlichen 
parallel zur Schicht TerUufend angesehen werden können. 
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Ein senkrecht zum Stromfaden gerichtetes magnetisches Feld übt 
nun auf jenen einen senkrecht zu beiden t;erichteten Druck aus f Fi«^. 8 ), 
dessen Entstehung gew(»hnlich so erläutert wird, dafs die den l'ekl- 
kraftlinien parallelen K(imponeuten der Stromkraftliuien, wie sie kurz 
unterschieden werden mögen, auf der einen Seite des Stromfadeus eine 
VenlirkDi^ anf der aadereii eine Schwächung dee Feldes herbeiführen. 
Die dich1»reii KraftUnieiL sollen dann den Luter naeh den weniger 
dichten hin ssn Terschieben radien. Diese ErHili'mig anf die begrenzte 
Stromsdiieht in senkrecht sa ihrer Breitenansdehnnng gerichtetem 
Felde ansrodehnen, würde schwierig Bein, auf die nnbegrenzte überhaupt 
nicht möglich. Aber auch für den Stromfiulen erscheint die Erklärung 
nicht logisch. H81t man an der Anschauungsweise der KrafUinientheorie 
fest, so können nur Kraftlinien auf Kraftlinien wirken^ nicht aber 
Kraftlinien auf Stromfäden, wenn man auch den letzt<»ren Ausdruck 
der Bequemlichkeit halber gelegentlich wählen mag. Nun fällt die 
KraftAvirkung eines Stromfadens auf einen iiulseren 
Punkt, unähnlich allen sonst bekannten Kraft- 
wirkungen, nicht in die Richtung der Verbindungs- 
linien beider, sondern senkrecht dam. Folgerichtiger 
mnls deshalb erscheineii, nicht die den Feldkraflünien 
parallelen, simdeni die an ihnen senkrechten Kompo- 
nenten der StromkrafUinien als nnmittelbareUisaehedes 
Dmckes auf den Stromiaden anzusehen, wobei übrigens 
gleichzeitig die oben vorausgesetzte feld verändernde Wir- 
kung der parallelen Komponenten beibehalten werden kann. Sich kreuzende 
Kraftlinien zur Erläuterung einer magnetischen Erscheinung darzustellen, 
ist zwar im allgemeinen nicht üblich, aber auch nicht widersinnig, 
denn die Kräfte verschiedener Herkunft auf denselben Punkt können 
nach Befinden entweder einzeln oder geometrisch vereinigt betrachtet 
werden. Mit wenigstens demselben Rechte, wie nach der ersten Er- 
klarungsweise, kann deshalb die Thalsaehe des Draekes eines magne- 
tischen Feldes anf den Stromftdoi in der Weise besehrieben werden, 
dafo \mm Sehen in der Biehtimg des Feldes und des Stromes die zum 
Felde senkrechten Stromkraftlinien Tor dem Leiter msammendrüdkend, 
hintor dem Leiter zosammenaiehend anf die Feldkraftlinien wirken, 
deren gegenwirkender Querdruck die vom Felde auf den Stromfaden 
ausgeübte ExtA darstellt. Für den Strom&den ist es praktisch un- 
erheblich, wie man sich die Wechselwirkung zwischen ihm und dem 
äufseren Felde vorstellt, bei der zur Richtung des letzteren scTikrechten 
Strouischiciit dagegen ist die zweite Vorstellnngsart jedenfalls falsliciier 
und giebt auch bei seitlich unbegrenzter Schicht eine immittelbare Er- 
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klanmg der Verachiebungskraft quer zu den FeldkraftUnieii. Dieae als 
Trüger der Yerschiebungskraft mflssen daher nach der eiil;gegei^;wetaEt0ii 
Hiolitung und entgegen ihrem Querdrucke zu Ram mengeschoben werden. 
Nun können aber di(' Feldkraftlinien selbst wieder aufgefafst werden 
als Stromkraftlinien eines nn geeigneter Stelle anzuuehnieiuleu Strom- 
systems. Wendet man deshalb rückwärts die obige Vorstellung unter 
Festhalten dersell)en Kicbtungsbeziehungeu an zur Erkennung der 
Wirkung des 8uppoaierten Ötromsystemes aui" die von der Stromscliiciii 
aosgehendeii S^nlUmien, so zeigt sieh, dals die KrafUinien der Strom- 
schicht ihranaiia dureh die FeldknftUmen auf beiden Seiten der Strom- 
schicht von dieeer abgorfickfe werden.') Beim Ülwr^puige Ton d«r 
Stzornachieht im homogmea magnetisclien Mittel zu den Yerhaltniiwen 
in der Dynamomaachine, wo der Banm tnlweiBe dorcli das gnt leitende 
Eisen ausgefüllt wird, ist zu beachten, dals der Yerlaiif der ron der 
Btromschicht des Ankers, wie sie zunächst wieder angenommen wird, 
ausgchendeu Kraftlinien dureh die Schenkel wesentlich veiundert wird. 
Während heim frei liegenden, mit Strom versehenen Anker die äufscren 
Kraftlinien, von hreiteren Dnrchbruchstellen in der Nähe des neutralen 
Durchmessers abgesehen, die Schicht zn beiden Seiten des Ankers im 
wesentlichen parallel begleiten werden, bewirkt die Gegenwart der vor- 
^nfig nicht erregten Schenkel in der zusammengesetzten Maschine ein 
Zaaanunenachnimpfen der eie durchquerenden Ankerionfflinien, da 
deren Qoerdmek im Eisen Terringert ist Infolge desaen werden^ um 
rem ansehaulich an reden, die DurchbrachateUeai der Kraftlinien in der 
Stromscfaicht sieh naher an und teilweise mitar die Pole sieben (vgL 
F^. 6). Auf dieee, anch in der Elektrostatik betrachteten und dort 
wegen der nur kleinen Werte der Dielektrizitätskonstanten bequemer 
übersichtlichen Erscheinungen braucht hier nicht i^er eingegangen 
zu werden. Dabei werden die der StromBchicht parallelen Kraft- 
kom]>nTienten teils im Luf't'^palte, Unis im Schenkeleisen verlaufen. Die 
1^1 « rstt'lluug dea induzierenden Schenkelfeldes wird dann femer be- 
wiiktu, dafs die Dichte der genannten Komponenten abnimmt, dafs 
damit also ein Ted der vorher im Luftspaite verlaufenden in den 
Schenkel eintritt Die Dichtenänderung der Feldkraftlioien im Schenkel 
kann dann aber nicht mehr dureh eine Qerade dargestellt sein, sondern 
muls sidi ähnlich wie die Änderung des Luftdruckes mit der HShe 
eigeben (Fig. 9), wShrend eine einaefaie Siromkrafüinie etwa nach dnr 

1) Diese« Ergebnis würde im Wesen übereiostiminen mit dem von Werner 
von Siemens gefolgerten Aber die ¥^kaiig magnetuierender Kiftfte ver- 
•ehiedener Riebtangen. (Veiigrl. Monatoberiehte der Betüner Akad. d. Wiisenwih. 

88. Jnni 1881 und 23. Okt. 1884). 

Archir d«r MatheiMUk und »bgtik. UL Jteib«. III. 4 
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Kurve .s geformt sein würde, iind die A'^erteilung der letzteren Kraft 
linien auf Luftsjmlt und Schenkel müfste derart sein, dafs in beiden 
die Feldkraftiinien ohne achroöe Kichtungsiinderungen /.usanunengedrückt 
werden. Der Verlauf der ganzen Feldverzerrung erscheint damit aller- 
dings viel verwickelter ab nach der Kapp sehen Anschauung nnd vor- 
läufig der genaueren Beetmunimg unzugänglich; anderaneits aber 
sehliefirt; die Ydet gegebene BetnwhlHuig unmittelbar die ErUfimng des 
Drehmomentea ein. Beifönfig mag noch bonerkt seini dafii dieee Be- 

irachtongsweise auch in der An- 
wendung auf die Unipolannascliiue 
sehr beqnon erscheint, und dafii 
sich manche andere Erscheinungen 
Bwanglos damit übersehen la.ssen. 

Die Erscheinungen beim Zahn- 
auker dürften die praktische Be- 
rechtigung der benutzten Vor- 
stellung uutersttltzen. Es war 
an achlieliMn und ist Ytm Hor- 
dey dnrcb Yenache beet&tigi, 
dab die Ankerleiter in den Nuten 
keinen nennenswerten magnetischen Dniok im Schenkelfelde er- 
fahren, so lange die magnetische Induktion in den Zähnen nicht 
groüs ist, und die übrigen Verhältnisse derart sind, dal^ durch die 
Nuten nur wenig Kraftlinien gehen. Die Leiter .sind durcli die Zähne 
magnetisch geHchirnit. und die Kräfte greifen hauiitsiichlich an diesen 
an. Es ist nun oft darüber gesprochen, wodurcli denn in diesem I-'alle 
da.s Drehmoment zu erklären ist, das unter sonst gleichen Bedingungen 
durchaus da.sselbe ist, als wenn es von einer übet die Zähne gelegten 
Stromschicht gleicher Gesamt ström stärke hervorgebracht wäre. 
Dobrowolsky*) betrachtet znr Behebung des Zweifels nicht die Leiter 
in einer einaelnen Nnt, sondern die voUstiuidige sugehörige Ankerspule 
nnd den Ton ihr eii^eschlossenen Teribnderlichen Erafiflnfib Die darans 
gesogene ErUSrung kann genügen oder nich<^ je nach dem angenblick- 
Uchen Zwecke; die eigentliche Sdiwierigkat ist aber nur umgangen. 
Denn die Leiter einer Nut würden unter Vermittlung der Zahne 
einen magnetischen Druck auf die Feldkraftiinien auch dann ausüben, 
wenn sie nicht Teile einer Ankerspule wären. H. du Bois*) erklart 
dagegen die Erscheinung durch die Darlegung, dafis ein sirkolar 



1) Klektrotochn. Ztschr. 18'J7. S. 429. 

2) Elekirotechn. Ztecbr. im. S. 602. 
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magnetisiertM Bohr im magnetiaehcai Felde denaelbeii Draek «fUurl^ 
wie ein magnetiBdi aqniTelenter Stroinleiter. Die ZahwanVer kann 
nun nch danach als eine Aneinandeoreihiuig Ueinerer magoetiwdm 

Kreise am Aiikorumfange denken (Fig. 10). Bei den fiblichen Ver- 
hältnissen der Zahnhohe zur Zahnbreit« und Nutenlm itc, wie sie der 
Wirklichkeit entsprechender die Figur 2 zeigt, liegt aber die Vor- 
stellung noch näher, dafs sich nicht selbständige magnetische Kreise 
um jede Nut ausbilden, Hondem dafs sich die entgegengesetzten Kraft- 
linien in jedem Zahne gröfsteuteils aufheben und als wirksam wellen- 
förmig von Zahn zu Zahn, innerhalb imd auf ser halb des Ankers, teils 
im Luftapalte, teils im Poleiseu verlaufende Kraftlinien yerbleibeD, die 
dae Drehmomeiit irieder dnieh Krensen mit den FeldkniUinien m 
enengen Utten. Yidleicht fllnrigens kdimte folgender Vergleieh 
swischen den Bieeheinnngen 1>eim |^«fcten nnd beim Zahmmber sn 
weiteren AnfsehlflBsen fthien. Beim enteren scheint es der Anschannng 
mehr za entsprechen, wenn man die 
Stromkcaftlinien zum Teil tief im 
Poleisen yerlanfend sich Torstelit 
(Fig. 6\ während die kleinen mag 
uetiHchen Kreise des Zahnankera viel 
weniger tief eindringen könnten. Er- 
setzt man aber wie oben die Leiter 

in den Nuten des Zahnankers durch eine über die Zähne gelegte Strom- 
Bchicht^ dann darf in der magnetischen Verteilung nichts Wesentliches 
geändert wefden, nnd Torlinfig wflrde dieser Vergleich m der Annahme 
ftbren, deb die Qnennagnetinemng dee Poleisens ridi fiberhanpt nicht 
■ehr weit yom Lnftepalt entfernt 

Die Toieteliend entwickelten Betrwditnngen gdien keom Aber blofte 
Andeutungen hinaus. Ihr Zweck wfirde erfQUt sein, wenn sie neue 
Anregungen zum Eingehen auf die im einaelnen ebenao komplizierten 
wie intereesanten magnetischen Erscheinungen der Dynamomaschine 
gaben. Der praktische Nutzen würde dabei zunächst ganz gleichgiltig 
sein; er stellt sich von selbst ein, sobald es gelingt, weiterreichende 
physikalische Deutungen zu finden. Indessen mögen noch als Beispiele 
der Anwendung zwei praktische P'älle knr/. I)ehan<lelt werden. 

Zur Verminderung der Feld Verzerrung ist mehrfach vorgeschlagen, 
die Sdienkel mit Spalten längs der Feldkraftlinien und in der Ebene 
der Aakeradiae m vereehen, sodafs beispieleweiae jeder Schenkel aus 
nrei penUelen, durdi den Spalt getrennten Teilen beetdien wfirde, 
deesen Breite etwa ein Mehifeches des Luftspaltee zwischen Schenkel 
und Anker betragen sollte, wie in Figur 5 punktiert angedeutet. Aus 



Fig. 10. 
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der Auffassung, auf die sich diese Figur bezieht, und aus der zn^hörigen 
Formel 4 würde auch folgen, dafs dann die Feldverzerrung nicht mehr 
durch das Trapez ahr'd' in 11 dargestellt w-in», sondern durch die 
unten von der gezackten, jmnktierten Linie begrenzte Fläche, dafs -.lUo 
die Abnahme uiid Zuuahme des Magnetismus an den Polkanten un- 
gefähr auf die Hälfte der früheren Werte sinken würdüu. Erfahruugs- 
gemäTs ist der Erfolg dieser Mafanahmen aber sehr gering, auch wenn 
dureh den Spalt das Ibachinengestell volktandig getrennt is^ und wohl 
nur bei sehr starker Yerbreitenmg des Spaltes naeh oben, wie bei 
gewissen alteren Maachmenlgrpeii durehflüurbar, yoa meddiehem Nutsra. 
Der Grund dalttr ist nach der endeni Anscbaunngsweise leielit an* 
zugeben. Nach dieser verlaufen die wirksamen Stromkraftkomponenten 
teils im Aukorluftspalte, teils parallel dazu im Poleisen. Die ersteren 
werden durch den Spalt im Schenkel garnicht beeinfliifst, die andern 
finden schon im Poleisen verhältnismäfsi<T grolsen Widerstand. Denn 
entweder verlaufen sie in der Melirzahl dicht gedrängt nahe dem 
Ankerluft^ipalte, oder aie driugeu tiefer in das Poleit^en ein und finden 
bei geringer Dichte in dem von Feldkraftlinien nicht durchzogenen 
Längsspalte geringen Widerstand, der in beiden Fällen unerheblich ist 
gegen den OesamtwidenieDd. — Bei Beurteilung der Wirkung Ton 
sogenannten Hilfspolen zwischen den Feldpolen, wie sie Ton Swinbnrne 
u. a. Torgescblageii sind^), und die, Tom Hauptstrome erregt, nur zur 
Stromwendung in der neutrslem Zone dienen sollen, entsteht leicht die 
Vorstellung, dafs die Magnetisierung des Ankers durch die Leiter in 
d«r Zone b^B^ bezw. B^h^ in der Richtung vo (Fig. 3) den Hilfspolen 
Toll en^'^en wirke. Bei nicht in die Maschine eingebautem Anker 
würde das auch annähernd '/ntrefifen. Beachtet nitni nhe-r z. B. beim 
Zahnanker Ftcr 1'*, dafs die Lniter in den Nuten zur iiir/.euguug des 
Drehmoment e.** Kraftlinien parallel zum Ankerlutt-spaite herstellen 
müssen, 80 erscheint die magnetisierende Wirkung der Leiter dadurch 
kompensiert, und gegen die Hilfspole wirkend würden nur die nicht 
unter den Feldpolen liegenden Leiter au bettaehten sein. Die näiere 
Begründung kann mit Hilfe des frflher Dargelegten leieht durchgefidurt 
weiden. 

Da im TorsteheodeiL die Veransdbauliohung dureh KraftUnien aus- 
giebig beuutet wurde, und da ttber die ^lässigen Grenxen in der 
Anwendung dieses HiUbmitt* 1> Rehr verschiedene Ansichten herrschen, 
80 möge zum Schlüsse noch eine Bemerkung darüber gestattet sein. 
Die gel^entlich wiederkehrende Mahnm^, in der Anwendung der 

1) VergL a. a. Kapp, Dynamomaschinen^ 1899. S. 280. 
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EiafßiiiMii Toiriditig m ma. nnd ne nicht fBr etwas BmIm to nehmen, 
gehört nur in ein SehnlbndL Niemand hat in ihneI^ Ton Faraday an, 
mehr gesehen, als grobsiunliche Vorstellungen von Krafkesystemen, 
mechanische Bilder, die sich, wie die mechanischen Modelle, in den 

einfachsten Formen tinvemieitUich von selbst einstellen, sobald man 
in Hf r Erklärung der Erscheinungen soweit als m()glicli auf die letzten 
Einzelheiten eingehen wiU. Die ^nze Phvsik nnd ebenso die Chemie 
arbeitet mit solchen Kraftebilderu, die ans [ liysiologiach-psychoiogisehen 
Gründen unentbehrlich sind. Wie weit man in der Ausgestaltung der 
Bilder nnd Modelle gehen soll, ist lediglich eine Frage der Zweck- 
maCsig^eit CQaobt man mit ihrer Klfe heohtMäitete Ersdieiniingen 
ymmnliehen, oder auf noch nicht beohaehtete scUieften zu körnten, 
die nachherige exakte Eontrolle Tertragen, to ist die weitest gehende 
Benntsnng der Hilfsmittel gerechtfertigt Sie Ton TOmherein i^endwie 
beschränken au wollen, wäre nur dem eriaubt, der gleichzutig wirk' 
sameve m bieten vermöchte. 

Berlin, 1. Desember 1901. 
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Construction geometrographiiiue des axes (Vune ellipse 
doBt on coimait, en grandeur et eu position, deuz diametres 

Par H. L. Ripebt k Pari«. 

La constroctioii gfomeirogrBpliiqiie conniie da probl^e: Flaeer 
les axes ^vm tü^Mf amnaissant en grandeur et en jmüion deux 
dianuircs conjuffucs, a pour coefificieait de aimplicit^ 41 (£. Lemoine, 
Archiv, 1901, p. 

Voiei une construction, q ir jp. uai vne inHiqiiee nulle part, bien 
qu'elle ne soit pas sans interet geometrique, et qui abaisse ce coefficient 
a 31. Elle repose 8ur le theoreme de Fregier generaliae que, pour 
rapplicatKiu iMituelle, j'enoncerai ainsi: La conic bUerrciftce par deuj: 
diametres conjuguea d'une conique sur un cerde de ecntre arbitraire A 
pastant par U ceMtre O de la eomgwe, passe par un imnt fixe F. Fn: 
Buite, le dkmibre AF cowpe le cerde e» deux pwnts M et N sthtes mir 
les axes. 

Consfntetian ffAmSn^rapInque. — Soient AÄ\ BS lea denx 

diametres conjugues donnes qui sc coupent eu 0. Je decris le cerde 
-4(^4 0) (2 C, + Cj)^), puie le cerde B{A 0){C\ + O,). La pointe restant 
en B, jft prends la longaeva BO(Ci\ et je trace les cercles A{BO) et 
J'(«0)(26\ + 2C3) qui coupent B(AO) en T) et E. Je trace OD et 
07:»' (4jKj + 2 7?2% sont deux diametres conju^ie's. Les droites 
AA', BB, OD, OE conpent ie cercle A{Aü) eü a, ß, d, £. Je trace 
<iß et d£(4iii + 2M^) qui se coupent en F, puis AF(2R^ + B^) qui 
coupe A{AO) en M et JSi. Je trace euirn OM et OiV(4jRj + 2jKj), 
qxii eont h» axes demand^. 

Op: (147i'i f 77?« + 6C, + 4C3); Ä:31; Jt^ 20; 7 droites, 4 cercles. 
Paris, 20. septembre 1901. 



1) II ne fkul pas coimaencer par preudre la longucur JL0(2C,). Cela fcrait 
r Axmomie dHin C, ; mau il fandtidt «nsiiite psendie nn point acbitiai» d» d^orira 
un cerele J, ^ÄOi{C^ + Q}$ le ^mbole «enut, en flomtiie, angmentä d'oae miit^. 
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R. Frieke. KuragefalÜBte Vorlesangen über veraohiedene Oebiete der 
lkSheren Ksttunuitik mit BertUdcilohtlciiiig der AnweBduncem* 

Analyiifch-fiuiktioaeniheoffetaiclier TeU. Leipmg, B. G. Teabner. 1900. 

EC + 520 Seiten. 

Vorliegendes Werk ist offenbar aus Öpezialvorlesungen über höhere 
TeUe der Mathematik entstanden, welche der Verfasser an der tech- 
madieD Heohadiiile m Bnunaehwe^ gehalten hat DemgemiA ▼erbrdteD 
sie sich üher sehr verschiedenartiirt' Disziplinen, die keinen oder nur lockeren 
Zusammenhang mit einander haben. Hervor^'cpangen aus dem Bestreben, 
vorgeschhtteuere Schüler mit moderaen Problemen der reinen und an> 
gewandten Mathematik vertraut m madien, verfolgen sie vor aUem das 
Ziel, durch Vielaeiiigkeit der Methoden und Zusaramendrängung des Stoffes 
eine cTite Anregonp und Vorbercihmg für das Studium der SpesüHiwerko 
zu werden, während sie auf Vollständigkeit und Systematik Verzicht leisten. 
In diesem Sinne wollen sie verstanden sein, nnd so können sie anch als 
eine angenehme und schltsenswerte Bereichenrag unserer jetzt so schnell 
aufschiefsenden (V ^r^rhen Lehrbuch -Littfrattir mit Freuden begrttfst werden. 

Die ersten beiden Kapitel geben eine Theorie der Fourierschen 
Reihen und daran anschliefsend die Hauptsätze über Kugel- und Cjlinder' 
funktionen. Die Lehre von den Fourierschen Bohen wird gaas nach 

Diriclilet erledigt; da sonst nljerall moderne Fortschritte berücksichtigt 
sind, so wäre es wohl wünschenswert gewesen, wenn die neueren Unter- 
suchungen Über das Dirichletsche Integral, welche die trüberen nicht blofä 
verscUrfen, sondern aaoh vereinfuhen, nidit ganz mit Stillschweigen ttber^ 
gangen wären. Von den nächsten drei Kapiteln bietet das erste eine Darlegung 
der Fundamentalsiitze der Funktionentheorie nach Cauchy und Weier- 
strafs mit £inschlufs der VVeierstrafsschen Froduktentwickelung gauzer 
transoendenter Funktionen, das mitÜere eine Theorie der elliptischen 
Fimktionen, das letzte eine Reihe von Anwendungen dieser Theorie auf 
mechanische und gpometristbe Probleme dar. X;inientlich das Kapitel über 
eiliptifiche Funktionen giebt aut knappstem Haume eine überaus einlache 
und siemlich weitgehende Ausführung dieser weitschichtigen Theorie, welche 
für viele Zwecke yoUkommen ausreichen wird. Ein folgender Ahsdmitt 
befaM sieh mit der Theorie der linearen Differentialgleiehunpen und gipfelt 
in einer einführenden Behandlung der Kalle, in denca die Uinkehriing der 
Öchwarzächeu Dreiecki>t'uuktiun eindeutig ist. Das letzte und siebente 
Kapitel endlidi giebt eine Einleitung in die Theorie der Differential- 
gUÜdmwgea enter Ordnung, der gewöhnlichen sowohl wie der partiellen. 
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Die Darstellung ist ii1>erall, auch in den schwierigeren Teilen, durch 
Einfachheit nnä Lfichügkt'it aiisgozoichnet. Einp Beinerkunp' rlf s V^rfassTS 
in der "Vorrede läfst erwarten, dafs er eine analoge Behandlung algebraischer 
und geomttriaelier DiBsipImeiL der öffimllklikeit fibergeben werde. 

Hddelberg. G. Lahdsbbbo. 



C. Bnnipe. VnsiB üm Qlei^lnuieeii. Sammlung Schubert XIV. Leipzig, 

Göschen, 1900. 196 S. R». 

Das klar und anregend geschriebene Werkcheo wird l^nktikem wie 
Mathematikem gleich wUlkoininen sein. 

Der ente Absdhnitt beginnt unt Betracbtungen fiber die Genauigkeit 
des Rechnens mit abgekürzten Zahlen und behandelt sodann die Auflösung 
der linearen Gleidningen. TJfkanntlich hahon sidi die Pftfriuinantnii Hlr 
die numerische Rechnung als nicht sehr praktische Instruineiito iipwährt; es 
kommt daher hauptsächlich die schrittweise fortschreitende Elianluation der 
ünbekumien in Betracht. Besondere Beaeibtnng finden die bei der Methode 
der kleinsten Quadrate erscheinenden Gleichungssysteme, deren Bildung aus 
den Fehlerglcichungen an Beispielen erläutert wird; vielleicht wfSre vielen 
Lesern anstatt der an sich interessanten auf die Spektrallinien bezüglichen 
InterpolatioiUMrafgabe eine einfache Ausgleiehnngsaufgabe aas der GeodBsie 
wiUlrämmener gewesen. 

Der zweite und dritte Abschnitt behandeln nicht linoar«' Gleichungen 
allgemeinster Natur; zunächst wird gezeigt, wie aui gi*aphischem oder 
tabellansdiem Wege die ersten AnnBhemngswttte der ünbekaüiten gewonnen 
werden kOnnen; sodann wird die Grundanschauung der Infinitesimalrechnung 
benutzt, nach welcher jede Funktion in engen Grenzen annähernd als 
lineare Punktion der Änderungen ihrer Argumente erscheint Neben der 
klassischen Newtonschen Methode, die für eine und mehrere Unbekannte 
entwieiBslt wird, ist besonders die Methode der Iteration interessant, in weldier 
der Mathematiker mit Vprpnügeii (las Verfahren wieder erkennt, dessen sich 
Weierstrafs berliente, um die Umkehrung der analytischen Funktionen 
abzuleiten, und das auch aus den Unk'rsuchungen des Hm. Schröder be- 
kannt isi Dieser bei der numerisehen Auflösung der Gleichungen mit langer 
Zeit gebriluchliche Algorithmus wird auf seine Konvergenz hin untersucht 
und auf die Umkehrung von Reiben angewandt; daneben finden sich inter- 
essante Beispiele, z. B. Uber nautische Ortsbestimmung, die sich auch sehr 
sur Belebung einer Torlesung über DüTerentialrechnnng eignen wftrden. 

Der letzte Abschnitt beschrankt sich auf algebraische Gleichungen, und 
entwickelt praktisch brauchbare Metlioden zur Tk'rocbnuujj der Werte ganzer 
Funktionen und zur Interpolation, öodann werden die C artesische Begel 
und die Mioihoden von Fourier zur Trennung und Bestimmung der reeUen 
Wnrseln, die spezielle Theorie der trinomischen Gleichungen mit Benutzung 
trigonometrischer und hyperboli-seher Funktinnen und die Gräffesche Methode 
für reelle und komplexe Wurzeln entwickelt. Den Schlufs bildet eine aus- 
führliche theoretische imd praktische Erörterung des Sturmschen Satzes, 
der nm. Esaatikeini der Anwendung schon gelegentlich in die theoretisdie 
Bumpelkaminer verwiesen war. 

Kicbt gao2 zutreffend erscheint der Titel ; das Büchlein enthält or- 
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frenlieh viel Thmsn» und zeigt, otmoU «s geringe VorkenntniBse erfordert, 
ftberall, dafo rationelles numerisches Rechnen nur da möglieh isfe, wo man 
die strengen Methoden der modernen Analysis beherrscht 

Berlin. A. Knesbb. 



Blldolf Stiirni^^ Elemente der darstellenden Oeometrie. Zweite 
nmgearb. u. erweiterte Auflage. Mit 61 Figuren im Texte u. 7 lithogr. 
Tafeln. Leipzig 1900. B. 6. Teabner. 8*. IV + 157 S. 

Yoviiegindcs Werk ist das «stef das iß» Aufgabe erfttUen soll, vor» 

zngs weise den Universität- Studierenden als Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie zu dienen. Seit einip^en Jahren anerkpnnon bekanntlich auch die 
Universitäten Deutschlands und östcrreiclui immer mehr den Nutzen dieser 
Diadplin, die einen so grofsen Üinflofs auf die Entwickelung' der modernen 
Geometrie ausgeftbt hat Die neue Plitfünggoi Jnung für die Kandidaten des 
höheren Lehramtes in Prenfsen wird der Wichtigkeit dieses Gegenstandes 
nicht genügend gerecht, indem sie eine besondere Lehrbettlhigung ftlr „an- 
gewandte Maäematik" (darst Geometrie, teehn. Mechanik, Geodksie) vorsieht; 
die daratellttide Geometrie milTste vielmehr, wie der Verfasser des TO»^ 
liegenden Werkes in der Vorrede mit Re« hl lietunt, für jedou Studierenden 
der Mathematik^ insbesondere für die künftigen Lehrer dieses Faches, „ein 
unerlaßslicher und grundlegender Teil seines geometrischen Studiums sein.« 

Gegmttber dw «raten Auflage (Leiprig 1674) weist das Werk in seiner 
neuen Gestalt zwei wichtige Yeründerangen auf. Einmal sind alle prinzipiell 
wichtitron Figuren in den Text gednickt, was die Lesbarkeit sehr erleichtert; 
dann sind 4 Abschnitte (S. 1:^1 — 157) über Perspektive, schräge Faiallel- 
pnfjekÜim, Axonometrie, Schatten und Beleuchtung neu hinsugekommen. 

Der Hauptteü des Buches (120 S.) ist auch in der neuen Gestalt, 
pädagogificli richtig, der orthogonalen Projektion ge-widmet. Hinsichtlich der 
Beschränkung auf geradlinige und ebentiächige Gebilde, die auch der Ver- 
fuser nicht streng befolgt hat, indem er gelogentlieh die Darstellung des 
SjOSeS in orthogonaler und zentraler, ja sogar (Nr. 151, 152) der Kugel 
in schiefer Projektion und in Nr. 12!t die D\in-lnlnngung von K'r'^' ln tind 
CjUndem bespricht, werden viele anderer Meinung sein. Denn gerade bei 
der Danteilung krummliniger und krommflBcfaigw GeHlde tritt der Nuiaen 
früher behandelter Aufgaben, ja der der darstellenden Oeometrie überhaupt, 
oft earat sichtbar hervor. 

Der Stoff eines zur ersten Einfühi-ung in uineu Wissenszweig dienenden 
Lehrbuches läfjst sich im allgeujeiueu wenig variieren. Ich will demnach 
audi Ton dem vorli^nden Buehe keine Inhaltsttbersieht gehen, sondern nur 
solche Abschnitte hervorheben, deren Behandlung von der in anderen Lehr- 
büchern gebrüTtchlichon erheblich abweicht. Dem Bucho oigcntilmlich ist 
insbesondere, dafs, nach einer kurzen Besprechung der allgemeinen Eigen- 
Schäften der Zmitralprqjektion, im I. Abschnitt (26 S.) die orthogonale 
Darstellung auf eirn^ eingigm Projektionsebene abgehandelt wird, wobei sich 
die f^ntze ülior Projektionen von Strecken, Winkeln, ebenen Figuren (Krcisfm^ 
und Spuren von Geraden und Ebenen ergeben, sowie die Umlegung von 
Geraden und Ebeo«i, die Eigenschaft der AfiSnitttt ebener Piguren besprochen 
werden. Tielleieht bitte der Hr. Terfiissw diesen pldago^seh und wisseu- 
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BchafUich su «mpftMenden Lehrgang wosüi iminittenMur praktuch verwendbar 

gestalten können, indem er die kotierte Projektion angesehloBien h&tt«. Der 
Abschnitt schliefst mit einer hflbschon Darlegung der perspektivischen 
Raamansicbt und ihres, an zahlreichen Beüspielen erläuterten, Wertes fftr 
die Unterordnung speäeller SKiase unter nUgraieiiiere. 

Mehr als manche anderen Autoren legt der Verfasser Gewieht auf dio 
„Einfabrung weiterer Projektionsebenen"; denn er widmet «Jieser SO «iohtigni 
Konstruktionsmetiiode den ganzen V. Abschnitt (10 S.). 

Lehrer der darstellenden Geometrie dürften besonderen GefiiUen daran 
finden, was der Verfasser in Nr. 107 an Regeln über die Sichtbarkeit von 
Ecken und Kanten eines konvexen Polyeders in seinen Pr()jekTi(jneu und in 
Nr. 124 an Kriterien für die Art der Durcbdringungstigui- zweier Pyramiden 
zusammenstellt. Femer seien die in den eraten Nommem des UL Abschnittes 
angestellten Betrachtungen Aber die Mannigftltigkeit der Banmelemente nnd 
anschliefsend ihre Abzahlung, wenn sie gegehttie BedJngiingwi erfdUen sollen, 
der Beachtunp- empfohlen. 

Das Buch zeichnet sich durch wissenschaftlich strenge Beweisführung 
aus. Besondere geometrische Vorkenntnisse weiden nicht ToransgeeelBL 
Anf die projektive Geometrie näher einzugehen, hat der Verfasser weise 
vermieden, sondeni sich damit begnügt, die wiederholt auftretenden Ver- 
wandtschafitin der Aiünität und Kollincation, an die bekannten Aufgaben 
aoknttpfend, eingehend zu erlintem, auch gelegentlich auf das DuaHtStsprinsip 
hinzuweisen. Nur bei der Lösung der AutVabe (Nr. 153), den dureh 
2 Punkte einer Knpel bgburen gi-öfsteu Kreis in schiefer Projektion zu 
zeichnen, geht er über (Üe gesteckten Grenzen hinaus. Die Zeichnungen 
sowohl im Text als aul' den Tafeln sind klar und deutlich. An sinnstflrenden 
Drockfehlem habe idi nur einen auf B. 63, Zeile 16 t. o. bemerkt, wo es 
f/iret* statt „tiVr*' heifsen mufs. 

Srlbstvcrstfindlich findet ein Bemteiler in jedem eipenartigen Werke 
Dinge, die er anders wünschte. So z. B. hiltte ich bei der Darstellung des 
r^nllren Dodekaeders und Bcosaeders (Nr. 108, 109) die Bechnnog gans 
vermieden und nur unmittelbar geometrisch anschauliche Eigenschaften be- 
nutzt. Auch in den Nr. 155 u. 156 (Orthogonale Axonometrie) erscheint 
mir die Rechnung überflüssig und die Annahme der (den Ycrkürzungs- 
Terhllteissen propoiüonalen) Zahlen p, q, r als nicht zu grofse ganxe 
Zahlen Ton problematischem Werte, da beim Zeichnen rationale Strecken- 
verhältnisse keinen besrni'Uren Vorteil gewähren. Tn Nr. IBO wird jeder 
Anfanger den Hinweis darauf vermissen, wie der Fundameutalsatz der 
Axonometrie in der angeftlhrten (Rey eschen) Form mit der Axonometrie 
überhaupt sussmmflnhSngt. Die in Nr. 1S4, 8. 122 ansgesprodiene und auch 
in anderen Werken sieb Kndende Behauptung, in der Perspektive müsse dieAug- 
distan-/. pleieb der deutlielien Hebweite sein, bedart'jedcnfalls einer Einschriinkune; 
dtyiü em verkleinei-tes perspektivisches Bild erscheint uiemandeui vtr/tirrl. 

Doch damit soU der Wert dieses Werkes, das schon nach der ersten 
Auflage ins Italienische übersetzt wurde, nicht im geringsten herabp» mindert 
werden. Ich glaube vielmehr, dafs es in seiner mehr wissenschaftlichen als 
praktisch technischen Form dem neuen Zwecke, Universität-Studierenden statt 
Techuikem als Lehrbuch su dienen, noch viel besser als dem firfiheren dienen wird. 

Kduigsberg i./P'M den 1. April 1901. E. MOller. 
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Eniesto Pa^tral. Bepertorium der höheren Mathematik (BeSrntionen, 
Fomielii, Theoreme, Litteratur). Deutsche Ausgabe tod A. Schepp. 
Analyns und (Geometrie. I. Teil: Die Analjsis. Leipzig, B. 6. Teubner. 
1900. XU + 688 a 8^. In Leiaw. geh. M. 10.—. 

Verfasser, der bereits ein Lelirbltdi der Determinanten, der Ajudyiis und 

der Variationsrechnung herausgegeben, hat das Wagnis »intcmommMi, ein 
Repertorium der höheren Mathematik zu schaffen. Der vorliegende erste Band 
enthalt die Analjsis, w&hreud der zweite Band (italienisch 1900 erschienen) 
die Geometrie behandelt Bei dem nngelienren Umfuge, den die mafhematisdie 
Wissenschaft heute angenommen hat, ist es für einen Einzelneu sclilcchtor- 
dings unmöglieh, alle Uebietc gleichmllfsig -zu beherrschen. Verfasser sagt 
selber in der Emleituag: „Das Buch hat den Zweck, aut einem möglichst 
U«n«L Banm die wickligsten Theorieai der neneren Hatbematik m yet- 
einigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, als nötig uA, damit der 
Leeer sich in ihr orientieren könne und auf die Bücher zn verweisen, in 
welchen er Ausführlicheres linden kann. — Man würde sich daher irren, 
wenn man der Annefat wftre, vir lültten eine Encyklop&die der MathemafcOc 
schreiben wollen; für eine solche Arbeit würden weder imsero Kräfte ans- 
peveiehf haben, noch hätte der verhältnisrnUrsig . geringe Umfang di>>ses 
Buches genügt. Wir haben weiter nichts als ein bescheidenes Bepertorium 
abfiusen woUeii, welches, wie wir glauben, den Studierenden der Mathematik 
Dienste zn leisten im S^de ist". — Wenn man diesen ümatand gehflhrend 
berücksichtigt, so mufs gesagt werden, dafs Yejfasser sich recht gilt uns 
der Atfaire gezogen hat. Besonders ist anzuerkennen, dafs tLberall da, wo 
die liehandliuig deä titoö'es nicht tief genug eiudi'ingt, weil Verfasser auf 
dem betreffenden Gebiete weniger bewandert ist (z. B. in dw Theorie der 
Differentialgleichongen), wenigstens die Litt»atarangabea gerechten An- 
sprüchfn genügen und so jenen Mangel einigermafsen ersetzen können. — 
„Die Anordnung des Stoffes ist bei jeder Theorie £ast immer dieselbe; zuerst 
werden die Definitionen und Onmdbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die 
Theoreme und Formeln ohne Beweis aufgestellt, welche die Verbindimg 
zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen eingeführten Dingen 
oder Gröfsen bilden, und schliefslich ein kurzer Hinweis aul die Litteratiu- 
llber die betreffende Theorie gebracht,** — Am besten weggekommen ist wohl 
das 12. Kapitel, in welchem die Invarianteutheorie der algebraischen Formen 
behandelt wird; dankenswert i^t das 18. Kapitel: ,.3pezlelle Funktionen'*, 
femer die Zuisamnienstelhing der Formeln für die elliptischen Funkti<;inen 
sowie der verschiedenen l'robleme der Variationsrechnung. Am scbwäclisien 
ist das K^itel Aber DifferentialgImcbQngen geraten, welches noeh vollständig 
auf dem veralteten Standpunkt steht imd von neueren Entwickelungon so 
gut Mrie garnichts bringt; hier ist auch die Liticraturangabe nicht voUstündig 
genug: die Arbeiten von Hamburger und Painleve z. B. durften nicht 
fehlen; die Theorie der singulKren Integrale vnd der lineaieii Differential- 
gleichungen ist ganz unzureichend. In der Zahlentheorie fehlt die Be^ 
Stimmung der Klassenzahl der hinliren (]uadratischen Formen. 

Sehr nützlich ist das vollständige Sach- und Namenregister, welches 
den Leser sdmeß in den Stand s«^, das G«f#(lnsdite sn finden. Die 
Übersetzung ist ausgezeichnet, die Ausstattung gut, das Format hand- 
lich. Alles in allem kann das Buch jedem empfohlen werden, der sich 
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Aber ein ihm fienier liegendM G«biefc der MathMnatik za orientienii 

Gharlottenburg. G, WaIiLEMBümi. 

Ernesto Pascal. Dto DtttenninanAen. Eine Darsiellimg ihrer Tbmrie 

imrl Anwoiulungfu mit Rücksieht auf tlio ncsaiutlioit der neupston 
Forsrlninpfn. Rerecbtigt« deutsche Auspabe von Dr. Hermann Loitz- 
III u na. A. u. d. T.: B. G. Teubncr's Sammlung von Lehrbüchern auf 
dm. G«1)iftt« der Mathems tieehe n Wissenschafteii mit EinseUufB ihrer 
Anwend HL Band [XVI n. 866 S.] gr. 8. 1900. In Leinwand 

geb. n. JC 10 — 

Dieser dritte liand der Teuhnn si lien Sammlung von Lehrbüchern der 
mathematischen Wisseuscliatteu, der eine ausgezeichnete deutsche Bearbeitung 
des Fasealsdien Lehrbudies der Determinanten bringt, wird vielen will» 
kommen sein, sowohl demjenigen, der sich mit diesem wirLflixtn Werkzeug 
mathematischer Forschuiifr ergt vertraut machen will, ;iis auch dem, der 
dem Gebiete ein weiteres Studium widmen will. Deuu der erste Teil des 
Buches giebt nach einer kurzen bistorisehen Einleitong, von der Jaoobiseben 
Defiuitiofi der Determinante als Summe von nl Produkten aus je n Faktoren 
ausgehend, eine auch jedem AtifüTi/fr leicht verstltiidlithe Aldt'itung der 
fundamentalen Eigenschaften der DetcriuiuauteUf lehrt darauf die Bildung 
der Determinanten ans ihren Minoren , die Mnltiplikation zweier Determi- 
nanten, die Darstellung der Minoren der Produktdeterminante als Produkt 
zweier rechteckigen Matriccs und die wichtigsten Bezifhnngen oincr Determi- 
nante zu ihrer Reziproken. — Im zweiten, bei weitem umfangreicheren 
Teil wird dann aulserordentlich klar und Ubersichtlich der weitere Ausbau 
dargestellt, den die Theorie der Determinanten bis in die neueste Zeit 
hinein gefunden hat. Vm nur einiges aus dem reichen Inhalte anzuführen, 
seien die Absehnitte über symmetrische tind halhsyinmetnsclio Drfenninanten 
erwähnt, tWrner die sich anschlielsenden über diu Fi all sehe Funktion, die 
Hankelaehen und die eyUisehen Detenninantui; die Untenaehung der De- 
tenninant> n. die aus sämtlichen Unterdetwwiinenten mner bestimmten Ordnung 
gebildet sind, die also eine VerallEremeineninfr der reziproken Determinanten 
darstellen; die Erwcitenmg des Laplac eschen Satzes von Netto über die 
Zerlegung der Doteiminanten in eine Summe von Produkten ans Unter* 
determinanten; die BMlbt» Aber komponierte Dcterndnanten von Kronecker, 
Sylvester, Picr|upt n. a., die Besprechung einer grofsen Zahl spezieller 
DetermiAanten, der orthogonalen Determinauteni der Konvergenz imendiicher 
Determäianten, der kubischen Detenmnantwi n. s. w. In den letzten Ab- 
schnitten des Buches sind die Anwendung«! der Determinanten auf lineare 
rjleichnn^'en i Kcsultante und Dif?kriminantc\ foinpr die Jacobischo Und die 
Hessesübe Funktionaldetinuinante an.sftlhrlich behandelt. 

Überall sind die Sät/.e klar ausgesprochen uud mit möglichst einfachen 
Beweisen versehen, so daCi auch wenigor Geübte das Buch leicht sttlÜeren 
können. Einem jeden Abschnitt ist ein ausführlicher Litteraturbericht hei- 
gegeben, äufserst wertvoll für jeden, der sich schnell und bequem über da.s 
unterrichten will, was bisher auf einem bestimmten Gebiete geleistet ist. 
Die Auffindung eines solohen Teilgebietes ist anÜMidein dureh ein genaues 
SachregistM* am Ende des Boches erleichtert 
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Die Vollstündigkeit, mit der dor jL'»'n;mnte Stoflf bis zu den Forschungen 
der letzten Jahre zusammengetragen uuU bearbeitet ist, sowie die ausfuhr- 
licheii LittentnniaohweiBe rocbtfertigen das Enehemen d«s Buches aeben 
den wertrolleii TOiriiandenen Büchern über Determinanten, besonders dem 
wohl immer noch am moisten geschlitzten Bult /.Piscbpn. Das letztere ist 
durch das Pas ca Ische keineswegs überflüssig geworden, sondern beide er- 
ginzen deh. Sowohl der Anftager wird Baltzer gern su Bäte nehen, da 
dieser die fundamentakn Eiuenschaftcn der Determinanten in grSfserer Breite 
darstellt und durch viele Beisjiiele erläutert; als auch wer sich über geo- 
metrische Anwendungen genauer unterrichten will, wird das Baltzersche 
Buch zur Hand nehmen, du die Darstellung der Anwendungen nicht im 
Plane Ton Pascal lag. Nichtdestoweniger kann man anch bei ihm überall 
aus den Notizen über die einschlUgige Litteratur ersehen, bei welclien 
Untersuchungen auf dem Gebiete der Geometrie, Algebra o<ler Analysis din 
betrefiendea theoretischen Sätze gefunden wurden, oder bei weichen ihre 
Anwndnng in Frag« kommt. 



H« A« IiONntz. Lehrbuch, der Differential- und Integralrechnung 
und der Anfanfjsprfirule dor analytischen Geometrie mit hesondorer Be- 
rttcksichtigung der Bedürlnisse der Studierenden der JSaturwissenscbaften 
bearbeitei ünter Mätwirknng des VerEassers flberaetst Ton G. 0. Schmidt» 
Mit 118 Fignren. Leipmg 1900. Joh. Ambros. Barth. VII, 476 8. 

Das bollii^üsehe Original ist 1883 erschienen. Wir bemerken dieses von 
vornherein, weil daraus hprvorgeht, dafs gfwi^sr- Ahnlit hkeiten mit Lambs 
Intinitesimalkalkul von 1897 (^vergl. Bd. 43 der Zeitschrift f. Math. u. Phys., Hist 
Uttor. AbtIg. 8. 204 — 206) keinesfalls darauf beruhen können, dafs Hr. Lorentz 

unter dem Einflniie des später veröffentlichten Werkes stand. In der That 
itiüssfen wir, wenn wir Vergleiche im einzolucn anstellen wollten, recht 
vieles aus dem Lorentzscheu Buche nennen, was uns im Lambschen Werke 
bODDMrlcenflwert erschien. IHe Stellung der Lehre vom Tajlorsdien Satse 
hinter der Lehre von den bestinuuten Integralen, die Auffindung von Maxi- 
mal- und Minimalwerten oTine Kenntnis des Taylorsehen S^at/.es, die be- 
sondere Betonung des integrierenden Faktors in dem Kapitel von den Ditfe- 
rentialglcichungen, die Auswahl von für den Physiker und für den Chemiker 



entsprechenden Stücke die Rede sein könnte. Aufh anderes glauben wir 
aus dem Lorentzscheu Buche hervorheben zu sollen: eine etwa den vierten 
Teil des Ganwn in Ansprach ndmiende Einleitong Uber Trigonometrie und 
•imlTiiaidie Geometrie, die Erörterung des Integrationsweges (S. 291 flg.), 
ein ganzes Kapitel Über Fourierselio Reihen. Komplexe OrHrsen treten 
erstmals bei der Integration der linearen Diflerentialgleichung zweiter Ord- 
nung (S. 418) auf, wo sie die Znsammenfassung von Exponentialgröfsea 
mit tr^onometriscbem Fnnktioiien ennöglicben sollen. Hör L o r e nt s definiert 
sie in rein formaler Weise, so dafs die Bedeutung i^Y — 1 ds Folge 
einer fjbereinlmnft erscheint. Unsere Leser erkennen aus diesen wenigen 
Andeutungen, dafs das neu erschienene Buch reich an Kigeutümlicbkeiten 



Gn>6-IiicfatecfiBldeL 
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L<^t unä die Zahl der gtiton Wi^rkc filifr dio Infliiitf'siinalrerhnniig aber- 
mals vpiiiiflut hat. Das am Srhlusso uiippUiingie Kemnster ist leider aUzauA- 
volläläadig, aJü daf::^ es seinen Zwuck irliillen könnte. 



Angusfiii Imüs Caiichy. Bestimmte Integrale Bwisolien imaginären 
Orenaen (^1825), herausgegeben von P. StäckeL Leipzig 1900, £iigel- 
mann. (Ostwald's Klassiker Nr. 112.) 

Wenn auch Gaufa «ehoB im Desember 1811 volle Klarlieit über den 

Sinn und den Wert eines bestimmt^^n Tntograls zwischen imaginären Grenzen 
besafs, so blieb doch die Thatsaohi> bis zur Veröffentlichung seines Briet- 
wechsels nut Bessel vollständig unbekannt Mit Recht güt daher Cauchys 
Anftata Ton 1825 ab derjenige, von weldiem an die neue Lehre an die 
Öffentlichkeit trat. Hr. Stäckel hat seiner Übersetzung eine Übersicht von 
Cauchys Ix'Wfgtom Leben und Littcratumachweise beigefflgt, welche sich 
sehr nützlich erweisen, da Oauchy selbst in dieser Beziehung sich sehr 
kon sa fassen liebte nnd, wenn er Vorginger nannte, ee bei der Namens- 
nennnng belielS) ohne «n sagen, wo die betareffiinde Arbeit TerSffentlidit sei. 
Heidslberg. M. Gaktos. 

M* U. Ab6l. über eine besondere JELLasae algebraisoh auflösbarer 
Oleiahnngen (1829), herausgegeben von Alfred Loewy. Leipzig 1900, 
Engelnaan. 60 S. (Ostwald's Klasaker Nr. III.) 

Naclidem Abel 1826 die Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung 
der allgemeinen Gleichung Grades, sofern «>'4, erkannt nn<] bewiesen 
hatte, zeigte er 1829, dals es zahlreiche Gleichungen höheren Grades giebt^ 
denen algebraische Anflösbarkot zokmnmt, die epftter sogenannten Abel- 
sdhen Qleichnngen. Die in französischer Sprache gescbiehene Abhand- 
lung ist von Heim Loewy überaotzt und mit Anmerlnmgen versehen 
worden. Letztere betre£fea insbesondere die Ergäuzimgen, welche Abels £r- 
gebmsse dnrch Qalois, dann Munentiidi dnn^ Kroneolcer erhalten haben. 

Heidelbeig. IL Oamtob. 

Rodolphe Gnimarftes. Lee mathömatiquee en Portugal au XIX» Siöole. 
Aper9U historique et bibliographique. Colmbra, 1900. Imprimerie de 
l'universit^. 167 pag. 

In einer knnen Übersicht schildert der Terfosser, wie an einen rasch 

vorübergehenden dnrch Pedro Nanes herbeigef&hrten Höhezustand der 
portnpiesi sehen Mathematik im XVI. Jahrhundert ein tiofps Sinken derselben 
sich anknüpfte. An der Uuiversit&t Colmbra wirkten Jesuiten, welche nur 
elementarste Kenntnisse lehrten, nnd «est 1773 hob sieh dieser üntemeht 
wieder in Folge einer Neuordnung der Universität. Zwei N i i i treten 
h'wr bovor, welche, wie es scheint, verdienen, auch [niTscrbiillt ihrer Heimat 
gekannt zu sein: Monteiro da Rocha imd Anastacio da Cunha. Den 
Hauptbestandteil des schön ausgestatteten Buches bilden aber die mit sehr knapp 
gehaltenen Lihaltsangaben verbundenen Titel alkr matiiematisehen Schriften 
und Aufsätze, welehe von 1600 bis 189d in Portugal gednu^ wordeii sind. 
Heidelberg. M. Oantos. 



Heidelberg. 



M. Oamtob. 
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Bndolf Boger. Ebene Geometrie der Itsg«. Hit 14S Figuren. Leipzig 
1900, J. Gdechen. 5 M. 289 S. 

Das vorl)«»gpnflp Buch ist der 7. Band der Sammlung Srhnhert. Der 
Titel entspricht dem Inhalte nicht ganz, denn dieser beschränkt sich im 
wesnoUicheii auf die Theorie der Kegeiaelmitte. Im ersten TeUe werden sie direkt, 
im sweiten unter der Form des Folarsystems (Polarfeldes) behandelt. Der Ver- 
fasser will sich im allgemeinen an v. Staudt und Reye anschliersen. Er 
ändert ihnen gegenüber die Beihcnfolge in der Weise, dsJa er die perspek- 
ÜTische Verwandtsohaft an die Spitze des Bnehes stellt. Das Imaginäre 
wird ganz umgangen, indem der Begriff des Wurfes etwas allgemeiner 
gpfafst wird als boi v. Staudt. 1 Pimtte f\ I) werdeu in 2 Paare ge- 

ordnet. Der Tnbegritl' von "J soK-heii l'aaren wird als Wurt" definiort. l)ie 
4 Funkt« bilden also 3 Wüife: Aß^ Ol); AC, BD und AD, BC. Unter 
ihnen heiftt der zweite, bei welchem sieh die BMxe trennen, elliptisch. Die 
2 übrigen beifsen hyperbolisch. Von Doppelelementen (Ordnungselementen) 
wird nur im letzeren Falle gesprochen. Der Verfasser findet das Imaginäre 
nicht nur unnötig sondern geradezu schädlich; „denn es kann, weil ihm 
Imne Yorstellung entqnricht, nur Terwirrand wirken. Das Wort imaginir 
sollte daher aus der Qeomeixie der Lage verschwinden". Wir köimou uns 
dieser — wir möt-liten saprn reaü-ftjschen — Ansicht intlit anschliefsen. 
Die Ueonietrio arbeitet mit dctinierten Begriffen, welche zum Teil in der 
Ersdimnungswelt Analogien haben, znm Teil nicht Einer der letzteren 
Begriffe ist das Imaginäre. Er erweiüt sich als sehr praktisch, giebt den 
Gesetzen einen allgenteiru f IfiKigkeitsbereich, und gerade, wenn es sich um 
Anschaunng handelt, verwinl» er nicht, sondern er gestattet eine scharfe 
Scheidung /.wischen dem, was vorstellbar ist, und dem, was nur deiiuiert ist. 
Warum sdlten wir also diesem Begriffe ans dem Wege gehen? Beye 
nennt es geradezu ein Verdienst von v. Staudt*), dafs er das Imaginäre in 
die Geometrie der Lage eingeführt bat, und wir möchten ihm voll und ganz 
beistimmen. Der Verfasser verzichtet für den Hauptlehrgang auf jede 
Becbnnng und auf planimetrisehe Hüfsmittel. Damit schlielst er alle 
metrischen Beziehungen aus. „Weil aber — sagt er — durc h Übung und 
TTnterricht Gleichheit und Parallelität wichtige TTIlfsmittel für unser An- 
scbauungsvcrmögen geworden sind*', so werden die planimetiischeu Folge- 
rungen in besonderen — durch Sterne herrorgehobenen Abschnitten — be- 
handelt. Es ist dies eine Art Kompromifs zwischen einem theoretischen 
Standpunkte und den praktl.sehen Bedürfnissen ; denn gerade f[lr diese — 
für das Konstruieren — sind die metrischen Beziehungen von grofsem 
Werte. Beye behandelt sie stets sehr eingehend und schliefst sie samt dem 
DoppelTeriAItnis ohne weiteres m sem System em. 

Um das Unendlichfeme zu TOrmeiden, führt der Verfasser für jede 
Gerade einen uneigentlichen Punkt ein. Uns liegt es näher, einen unend- 
lich fernen Punkt zu definieren, als von einem Funkte zu reden, der eigent- 
lich 'kwn Punkt ist 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen wir näher auf den Inhalt 
des Buches ein und bemerken, dafs der SfdtT nai h dem Prin/Zip der Dualität 
angeordnet ist. Wir beschränken uns daher bei der Inhaltsangabe auf die 

i) Beye: Geometrie der Lage, 4. Anfi. 8. SM. 
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«an» HUfte und betonen besondan die Abweiohttiigen des Yerfassen Tom. 

gewöhnliehcn Sprachgebrauchs. 

Der Yertasser erklärt zuerst perspektivische Gebilde, leitet die harmo- 
nisehe Gruppe mit ^fe des ▼ollstSndigen Vierecln ab und geht hierauf 

xur projekti vischen Verwandtsehafi äber. Das Er/.eugni8 von 2 projcktivi- 
sthen Bflschelu wird iils ,,ki-nmmes Onindgchilde*' definiert. Die Konstruktion 
von Kegelschnitten, der Satz von Pascal und spezielle Fälle schliefsen sich 
dieser Erklärung an. Dann wird die Involution definiert Das vert&usch- 
bare (aadi Beje doppelte) Entsprechen nennt der Yerftaaer ein cweifaeheg. 
Projcktivität und Involntioii wc^rdon anf den Kogelsrlmitt übertra^'Pii. Der 
\>rfasser redet von ..krummoii Würfen, kruninien Involntinnon, kruiiimen 
i>txa.klöubüi»cheln'' und kommt so zur Theorie von Pol imd i'olare. Die 

PolinTolntion auf eiser Ctoraden nennt er konjugierte Involution (koi^jn^ert 
sind doch nur die F!Baro\ Tm Zusammenhange mit dieser Involution wer- 
den die Geitidcn al« ^lliptischt- und hyljorboHsphc unterschieden. Wir glauben, 
die Ansuhauuug wird durch diese Worte weniger gefordert, als wenn wir 
von Geraden reden, welche den Kegelschnitt reell und imagimh' — d. h. 
niidit — schneiden. 

Zum Schlüsse des ersten Abschnittos worden unter Stern ^ine Reihe 
metrischer Belationen behandelt — Durchmesser, Brennpunkte, Krümmung 
krrise — welche sich mm Teile an hesondere Involatiooen knüpfen. Da- 
btt werden die Namen : zirkuläre (Kechtwinkel) Involution, fokale Involution, 
diagonale Involution i i; li tulirt. Die fokale lovohition ist diojenig^c, welche 
die Breunpunkte zu Duppclpunktcn hat. Die diagonale Involution geht von 
2 Involutionen g*^ Ii* auf h aus. Dem Schnittpunkte U der Geraden 
h sollen die resp. Punkte (r, // entsprechen. Ihre Verbindiingslinie sei «. 
Schneid»'! dann eine btliebige Gerade a aus <?, h ein Punktepaar .r, y, so 
werde ihi- die Gerade a, zugeordnet, welche die Punkte Xj, verbindet. 
Die Geradcnpaaro au^ schneiden aus ti Paare einer neuen InvolntioHf 
welche diagonale Invoiation genannt wird. Auf der Geraden a wird durch 
das Paar x, y und durch die Schnittpunkte A mit und ii eine weitere 
Invoiation bestimmt, welche IfaTiptinvolution heilst. J?ei der Punktinvolution 
wird der entsprechende Punkt zum unendlich fernen i'uukte „Fluehtpuukt'^ 
genannt (sonst in der Litteratnr Mittelpunkt). Die Polare des Brenn« 
punkte.^ hcifst Richtlinie (sonst Dii'cktrix). 

Der zweite Teil des Biiches fiber das Polarfeld bopinnt mit neuen Namen. 
2 krumme Punktinvolutionen beilsen resultierend, wenn ihre Zentra (Pole) 
konjugierte Punkte lond. Zu irgend 2 Involutionett mit den Zentren ^, B 
gehört eine dritte Involution, welche zu beiden resultierend ist. Ihr Zentrum 
ist der Pol der Geraden QTi. Alle Involutionen, deren Zentra auf dieser 
Geraden liegen, haben dieselbe resultierende Involution und heilsen kompo- 
nierende Ihvoltttionen. Jede resultierende nt einer konjugierten Involution 
heiM /.um Kegelschnitt ac^ungiert. Die Bethen, welche eine Gerade ans 
'J projektivifichen Büscheln ^meideti werden Jcoigngierte FMjefctivitftten** 
genannt. 

Nadt diesen und einigen weiteren unwesentlichen Definitionen he- 
spricht der Verfasser die kollineare und reciproke Verwandtschaft, sowie 

den involutori^chcn Fall, welcher als „Polarf<'ld zweiter Ordnung'' eingefilhrt 
wird. (Polare Felder bei XI eye.) Dasselbe wird in verschiedener Weise 
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bartünnft und die Ordnungskurve wird hervorgehoben. Dann wottteil 
Büschel von Polarfeldern bptraphtet. Bekanntlich gehen die Polaren eines 
Punktes P in Bezug auf alle Felder durch einen festen Punkt I\. Solche 
(doppelt koiQngierto) Paukt» werd«n absolut konjugiert genannt, und es 
wij-d der Kegelschnitt konstruiert, welcher einer Geraden entspricht. Femer 
wii-d eine projeVti vische, resp. involutorische Verwandtscliai't zwischen einer 
geraden und einer krununen Punktreihe in folgender Weise hergesteilt: 
Au eanem Punkte Ä «ine« Kegelsdbnttes wird eine gerad« Bcnli« anf den 
Kegelschnitt projiziert. Die entstehende krumme Reihe wird sodann aus 
einem Punkte A der Geraden auf den K^elschnitt ziirückprojiziert. Da- 
durch wird eine Korrespondenz zwischen den Punkten des Kegelschnittes 
und der Geraden festgelegt. Diese Beziehung heifst Involution dritter Ord- 
nung. Sehliefelich «bd ein Fisar einer Polinvolntion dnreh eine neue — 
die adjungierte Tnvohition — ersetzt, welche dieses Paar zu Doppelpunkten 
hat. Dadurch wird es möglich, o^ino Einführung des Imaginilreu das Polar- 
feld in allgemeinster Form durch o udjungierte Involutionen zu bestimmen. 
Diese AoHfabe hak der Yevfiksser tot Jalur«! in einer Abhandlung gelehrt^), 
nnd man erkennt leicht, dafs aus derselben das vorliegende Buch heraus- 
gewachsen ist. Dies mag wohl der Grund smn, warum es nach unserer 
Meinung nicht ganz einem Lehrbuche entspricht, welches nach dem Pro- 
spekte der Sohnbertschfitt Gbnmdung „den BedHrfiiissen des Praktiken 
Bechnnng tragen und auch für den Nichtfachmann verstSadlich sein soll'S 
Besonders nach konstruktiver Seite hin wird der Praktiker wenigor finden 
als in anderen bekannten Lehrbüchern. 

Wir madien nodi anf einige Binselheiten anfinerksam, welehe uns 
an^gefidlen sind. Abgesehen von manchen neuen Wortbildungen für Dinge, 
welche sich langst unter gut gowShlttn Namen in der Littenitur eingelebt 
haben, finden wir es störend, stets schlechtweg von einer krummen Linie, 
inner Kurve zu reden, wo es sich nur um Kegelschnitte handelt MÜsvcr- 
standen kann wohl auoh Satx 35 werden. Die 2 Pnnktreihen werden ta 
einer diitten perspektivisch gemacht, bleiben aber projektivisch. Ttn übrigen 
ist die Sp l ache des Buches eine klare und dasselbe ist vorzüglich ausgestattet. 

Zürich. Oh«. Bbysi.. 

Undolf Böger. Elemente der Geometrie der Lage, für den Schuluntenricht 
bearbeitei Mit 83 Fig. Leipzig. O. J. Gfisehea 1900. 6S 8. 90 Pfg. 
Der Yer&sser findet — wohl mit Beöht — dab in dem üntenicht 
der oberen Klassen die Geometrie hinter der Arithmetik zurücktritt Er 
will diesem Übelstande mit dem vorliegenden Büchlein ahhelfen. Dasselbe 
ist ein geschickt zusammengestellter Auszug aus der „ebenen Geometrie der 
Lage", welche der Verfasser in der „Sanunlung Schub erf herausgab Es 
behandelt harmoniaehe Elemente, die projektivische Verwandtschaft und ihre 
Anwendung auf „krumme Orundgebilde" d. h. auf die Kegelschnitte. In 
einem Anhange werden eine Anzahl (120) von Au%aben und Lehrsätzen 
«nsammengeeteUt. 



1) Böger: Ober Bfisehel und KetM von ebenen PolanTitenen sweiter Ordnung. 

Harabufg 1880. 

Arctiif der lUUieiaatik Dnd fhytik. XU. Reibe. III. 5 
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Das Büchlein wird seinen Zweck besonders dann gut crflUlen, wenn 
der Lehrer da«; Hauptgewicht a\if' konstruktive UlMinfren legt, denn diese 
werden gewöhnlich gegenüber den numerischeu itechuuugen vernachlässigt. 

Zürich. CBHlBTtAtt Beybl. 



W. Alireus. Mathamatinohe Unttrhiütnngen. nnd Sptol«. La^ng,1901, 
B. Q. Tflubnar. 6*. Vm + 438 B. 

Tn der neueren deutschen mathematischen Litteratnr findet man ver- 
hiiltnismllMg wenige Bücher und Abhandlungen, die sich mit den in vielen 
Beziehungen interessanten Problemen beschäftigen, auf die man durch yer- 
Mhiedene Bpide und ünterimltnngen geftihit mrä. Es ist dah«r das Er- 
scheinen des obigen Buches mit Freude zu begrülseiL nmsomehr, als es den 
äufserst reichhaltigen Stof!" in knapper und klarer Darstellung l)ictet, die 
ebenso dem Laien yerständlich sein wird wie sie den Mathematiker fesselt; 
es stellt sieh das Buch den tnfflioheii ScbvbertMlini ,^ftt3iematisc)i«tt 
HiiOMatimdMi'* «rg&nzeud zur Seite. « 

Aus dem reichen Inhalte mnchte ich als besonders interessant hervor- 
heben die ausftUirliclie Behandlung der verschiedenen Brettspiele, den Ab- 
schnitt über magische Quadrate, die Probleme aus der Analjsis sitos und 
daa Farbenkaiten-ProU«!». Bewnidaa erwUmt m weiden verdient der 
ttbersichtlich angeordnete, umfangieiehe liiterarisdie Index, der Uber 300 
einsohlägigo Abhandlungen und Bücher aufißUurt. 

Berlin. P. Schafh£itu&'. 



fi. Weiil8teiii. Tlxermodyuaimk und Elaetik der Körper. Erster 
Band: Aligemeine Thermodynamik und Kinetilr und Theorie der idealen 
und «irklichen Gase und Dämpfe. F. Yieweg und Sohn. Brannaohweig 

1900. XVm u. 484 S. 8<> 

Das mit nngewöhnlii hem Fieifs und Scharfsinn geschriebene Buch ent- 
hftlt viel des Interessauteu und Originellen, als Lehrbuch der Thermodynamik 
aber ist es nicht in betrachten. Ungewöhnlich ist die Anordnung und die 
Darstellung, ebenso die Auswahl der mit Vorliebe behandelten Problemeb 

Tn der Anordnung fällt das Durcheinanderarbeiten der Thermodynamik 
und der Kinetik auf. So werden die beiden Hauptsäts&e der mechanischen 
W&rmetheorie erst thermodynamisch , unmittelbar darauf aus Idnetiseben 
Hypothesen abgeleitet» Ganz durchführen hat der Verfasser den Versuch 
der parallelen Anwendung thermodynamischer und kinetischer Methoden nicht 
können. Die grimdsätzliclie Verschiedenheit beider notigt zu einer Sondenmg, 
welche auch schon deshalb erwünscht ist, weil der Grad der Erkenntnis, 
welchen böde gewihren, durbhaua Tarschieden isL 

Was die Darstellung betrifft, so tritt in ihr das Bestreben hervor, den 
dargebotenen Stoff nicht blofs plausibel zu machen, sondern die benutzten 
Methoden mit eindringender Kritik auf ihren Wert und ihre Strenge zu prüfen, 
ihre Grenaen und Mingel featiuateUen und die Punkte auftnsudken, an daien 
sie abänderongsbedürftig odor -fthig sind. In dieser Kritik besteht meines 
Erachtens der Hauptvorzug und Hauptreiz des Buches, welches gerade da- 
durch auch den Leser zw: Kritik anregt. Ohne dieser Anregung hier weiter 
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sa folgen, möchte iok noc auf die Herleitcmg des Mazwellschen Verteflungs- 

geaetzes hinweisen. Die Annahme des Verfassers, dafs die Abweichungen 
der drei Geschwitidigkoitskoinponenten vom Mitt«l unabhiingig von einander 
sind, scheint mir ebeusuwenig geätattot, wie diu uisprängUch von Maxwell 
gemaehte Annahme, da& die QeediwmdjgkeStBhoinpoiiMitwt eolbit vnabhlagig 
TOn einander sind. 

Unter den behandelten Problemen nimmt den bevorzugtesten Platz die 
Zustaadsgleichung ein, mit welcher sich der Verfasser mehrfach in eigenen 
üntersadningeii beschäftigt hat Im dritten lUpitel werden die allgameinstai 
ZnitandsgleichTUigen der Körper aus dem Virialsatz abgeleitet and zwar 
unter 7wei Voraussetzungen, einmal unt«r der Annahme einer kontinuierlichen 
Substanz, das zweite Mal für molekulare Beschaffenheit, wobei die Bechnong 
jedesmal für den Fall durchgefahrt wird, daft nnr Feralaffte w!r)»n, üimd 
für den Fall, dafs bei den Zusammenstöfsen aaoh I)rackkräfte aufbeiw» 
welche von den Fernkriiften verschieden sind. In diesen Ableitungen steckt 
eine imgeheure Arbeit, deren i-VUchte tUr die physikalische Erkenntnis vor- 
laufig noch recht bescheiden sind. Das geht beionden dem letilim 
Kapitel des Baches hervor, in welchem unter auTserordentUioh eorgfiUtiger 
Benutzung des vorliegenden Beobachtungsmat^rials der VersiTfb gen;acht 
wird, die Resultate dur Theorie mit der Erfahrung an wirklichen Uasen zu 
vergleichen. Es it>t zu hoffei^ dafs die physikalische Bedeutung der Unter- 
aw^bnqgen des Verfiaaiera, welche eise YnrallgameiiieiiM^ der Überlegungen 
von van der Waals, Glausius u. a. darstellen, in Zukunft klarer hervor- 
treten möge. Vielleicht trägt das vorliegende Buch dazu bei, ausgedebnte 
experimentelle Untersuchungen über die Zustand^leichung der Körper mx- 
aufegen, fOr welche der TerÜMiwr iip. Vorwqrfc die HUfa dai Stalle«,. qiea|«ll 
der phyaikalisdi-teclmiBohen Beichaanstalt anruft. 
, Zum Schlafs eine kurze Inhaltsangabe: 

, L Wärme und WärvMenehei^^mgm. ^Begri&bestimmaDgen und Xi^e- 
finitionen.) 

IL , Die QfwudtOffM der Wärmelehre. (Die beiden Hanptatttae der 
Thermodynamik, thermodynamisch und kinetisch betrachtet.) 

m. IHe Znstandsgleichwig der KOrper, imhesmäere der Gase uml 
Flüssigkeiten^. (Bedeutung der Zustandsgieichungen und ihre Herleituog.) 

rr. QUidMm^ Mud Dantdhmffm der Tkemoiifiuimik, (Spezifische 
und latente Wärmen, Entropie, Energie etc., adiahatimhe, ieotheimische «te. 
Vorgänge, graphisclie Dar.<?telhingen.) 

V. Ztistandsgleidtung und Kinetik der idealen Gase. t^Gasgesetze und 
Gnmdlagen der kiitetisebto Oastheorie für ide^e Gase.) 

YL Thermisches VerhaUen der ideeäen Gaee, (Thenuodjfiuiinik der idulen 
CtaM, diemische Umsetzungen in Gasen.) 

VIL Bew^ng^ Jiälmng und Wärmdeitung in idealen Gasen. Masaeells 
Jheoeie der €hae, (Besonders herrosvoheben ist dieEiitik der HaYwellsdiai 
Theorie.) 

VIII. Die ivirJcUchen Gasf. (Zustiindsgleicbuncren nach van der Waals, 
Claasias etc. verglichen mit der Erfahrung, kntischer Zastand der Oase 
und nOssigkeiton, Verdampfung und' YetfiBssigung.) • i 

Berlin. E. PnntQSBBic. ' 
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F» Kohlrausch. Xielirblioh der praktisohen Physik. Neunte um' 
gearbeitete Auflage des Leitfadeni; dei pralvtischen Phjsik. XXVII u. 
610 S. Leipzig und Berliu, B. G. Ttubner. V.tOl. 

Aus dem Unterricht im physikalifichen Praktikum hervorgegangen und 
sEunftchtt weieiitlieb fOr die Zwecke dieses üntenichte bestlmiiit) hat der altr 
bewährte LeiUlibdeii des Yerfa.ssers mit jeder neuen Auflage an ümfuig und 
Inhalt zugenommen imd ist über seinen urspriinglichen Zweck binauspe wachsen. 
Daher hat der Verfasser neuerdings &ii die Zwecke des elementaren Frak- 
tlknins einen „kleinen Leitfkden** erseheinen lassen, wKhrend das Toriiegende 
„Lehrbudi" ein Rcpertoriuni darstellt, welches niemand, der eine Aufgabe 
der messcndt-n Physik zu behandeln hal, ohne Erfolg lun TJat fragen wird. 
Unter den verschiedenen dem gleichen Zwe( ke dienenden Methoden wird man 
sich leicht die für den vorliegenden Fall geeignetste heraussuchen kfioneB. 
Die llberall beigefügten litteratnniachweise erleiohtem dem tiefer Ein- 
dringenden die Auffindung der Quellen. 

Gegenüber der 8. Auflage sin;^ eine Anzahl wichtiger Kapitei neu 
hinzugekommeo, so das Kapitel: ,^erti^sche Weilen" beaibeitet von Arons, 
„Oeirslersehe Böhren, ^tiiodenstraUen", vu a. Aber andi da, wo dw 
eigentliche Lehrstoff sich nioht wesentlich geändert hat, spOrt man überall 
in Veränderungen der Anordnung nnd Darstellang die Soj^alt und Giiind- 
lichkeit der Neubearbeitung. 

Bei dem woblbegrflndeten Ruf absoluter ZuverlHasigkeit, den sieh der 
Leitfaden erworben hat, ist man gew&hnt, alles, was im Kohl rausch steht) 
als unbedingt ricihtig zu betrachten. Daher sei es gestattet, darauf hin- 
zuweisen, dafs auf S. 316 die Plancksche Gleichung für die schwarze 
StraUnng als allgemein giltig hingestellt wird, obwohl dies noch nicht mit 
Sicherheit erwiesen ist. 

Auch fiie aufserord* ntlicli wertvollen dem Buche beigefügten Tabellen 
sind vermelirt und umgearbeitet worden. So sind alle Zahlen eiuheitlidi 
auf eine ^iwff w*M'ty*wpijtP|t.^.i fr 

Ton 18* bezogen worden. 
Audi in seiner neuen Gestalt wird das Bndi bleiben, was es schon 

Generationen von Lemenden und Lehrenden gewesen ist, ein trener und zu- 
verlässiger Berater, der nicht im BUcbcrsclirank, wohl aber auf dem Schreib- 
tisch und auf dem Experimentieiüsch des Physikers zu finden ist. 

BaiiiiL E. "Pansotamm. 



J» ThoniBOn. Loa ddduuccea Aeotrlquee dana loa gas. Ouvrage 

traduit de l'anglais avec des notes par Louis Barbillion eturip pif'face 
pai- Ch. Ed. Gninnume. Paris. XVI u. 172 S. Gauthier-Villar.M. 1900. 

Das Thomsonsche Buch ist aus emer Reihe von Vorträgen entstanden 
und maeht niaht den Anspruch, ein systematisch gegliedertes, dem Stoff 
erschöpfendes Lehrbuch zu sein. Und das Gebiet, mit welchem ea sidi be- 
schäftigt, ist gerade jetzt in einer so grundlegenden I'niw:ilzung begriffen, 
dals es verfrüht wäre, ein Lehrbuch über Gasentladungen in schreiben. 
Ohne aber ein Lehrbuch zu sein, wird das Werk jedem, der mit den nötigen 
Vorkenntnissen herantritt, eine reidie QaeUe der Belelmmg werden. Haben 
doch gerade der Verfasser und seine Schüler am thatigsten und erfolg- 
reichsten sich bemüht, durch quantitative Folgerungen die Hypothese von 
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dar Ifotnrialitftt der BjthodAosinlilGn n prOfen und aminlMiiai, und dadurch 

in hervorragender Weise an der Begrtlndung der Elektronenthtorie mitgewirkt, 
welche in raschem Siegeslauf die physikalische Welt erobert hat. Vtx} sollte 
auch — was nicht ganz aasgeschlösseii erscheint — dieser Siegeslauf ein 
«Imdbo naaSin Ende flndeUf immer werden die Ton dem Veiffiueer gefondenen 
und in diesem Bodie dargestellten Thatsachen eine bleibende Bedeutung 
behalten, und immer werden st>ine Arbeiten ein schönes Beispiel dafür liefern, 
wie die konsequente Anwendung einer Hypothese cur Entdeckung neuer 
Thateaehen ftUirt. 

Seit dem Enehmnen des englischen Originals haben die in dem Boolie 

behandelten Fragen teils durch den Verfasser selbst, teils durch andere 
w^c■htige Fortschritte genmcht, so dafs das Buch nicht im Stande ist, dem 
Leser einen guten Überblick über den jetzigen Stand der Wissenschaft ^u 
geben. Aber als EinfObrang in den Qedaiikeiisug, welcber den Tei£Mwr und 
die Mitstrebenden zu so schönen Erfolgen gefUirt )m4^ kann es Midi jetet 
noch jedem Leser ^nipfohlen werden. 

Von den 3 Hauptkapiteln des Buches: „I Elektrische Entladungen in 
Gas«, n LiebtebUrisehe Wiilrangen. III KatbodenstnUen** inniint das 
leiste das UauptinteresHe in Anspruch. In einigen beigefQgt«n Noten ergänzt 
der ttbersetzer in wertvoll» r Weise die historische Darstellung und führt sie 
bis auf die neueste Zeit tort Die Vorrede von Guillaume beschäftigt sich 
wesentlidi mit den Badinmstrablen. Interessant ist eine bier mitgeteilte 
Hypothese von Villard, welcher die Konstanz des Verhältnisses zwischen 
elektrischer Ladnnp nnd Masse der die Kathodenstrahlen bildenden hypo- 
thetischen Teilchen dadurch zu erklären sucht, dafs in allen Vakuumröhren, 
welebes Qas man auch einznschUe&an steh bemflht hat, stets das gleiche 
Element vorhanden ist, etwa Wassentoff, der dnrob Zwsetsang des den 
Winden anhaftenden Wassers entsteht 

Berlin. £. FnoioSHSDC. 



£• Cahen. El^ment^ do la tb^orie des nomlMraa. Faxis, Oaathier« 

Villars. l'JOÜ. V III ^ 403 Seiten. 

Die vorliegende Emiüluung in die Zahlentheorie motiviert ihr Er- 
soheinen väi dem ansdrihJrlichen ffinweiw darauf, dab in Franlorekii kein 
modemei Lehrbnch dieses Wissenschaftszweiges existiere, während in Deutseh- 
land eine ganze Anzahl von Compendien dem Tiern enden zur Verfügung 
stehen. Unter diesen Umständen kann die nachfolgende Besprechung sich 
der Hanpisaebe nadi darauf beschr&nken, die tJmgrensnng des Stoiiw dar- 
snlegem nnd auf diejenigen Einzelheiten hinzuweisen, in denen das Boeh 
über andere elementare Darstellungen der Zahlentheniie hinausgeht. Ver- 
gleichen wir es mit dem wohlbekannten Lehrbuche von Diricblet-Dede- 
kind, das bier nnr in seinem ersten nrsprüngiiöben Teile in Betracht kommt, 
so giebt es insflÜBrn weniger, als die transcendente Bestimmung der Klassen- 
zahl binärer quadrafiseher Formen nusgesi'lilos.sen ist; dafüi liietrt es 
andererseits in den elementaren Teilen der Zahientheorie eine grofsere 
Menge von Einzelheiten, stellt den Gegenstand in behaglicher Breite dar 
nnd giebt eine Fülle voa SSahknbeispielen, nm aneb den matfaematiseheB 
Amateur für dieses reizrolle Gebiet der Mathematik au gewinnen. 



I 
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Der Inhalt dM K]^hes ist in sechs Kapitel gegliedert, denen sich eine 
Anzahl Noten über spezielle Zahlenprobleme, die in k(>inem direkten Zu- 
sammenhange mit dem Hanptgegenstande stehen, und mehrere Zahlen- 
tabelleD anflehli wBwi. Von dieteii aeehs BApüeln Bind die enfcen baidiii 
den Eleineuton mit Einschlufs der regulären Kettenbnichentwiolceliuigen 
rationaler Brüche, dio mitllfren zwei den Kongruenzen nnd äern qiiadra- 
tisohen Reziprozitätsgesetze , die letzten zwei den Irrationalzahlen und den 
banbmi quadratiedttn Fonnen gewidmet Die Theorie der quadiuttsdhea 
Fonnen ist vollkommen im Rahmen der Gaufs-Dirichletschen An- 
schaunnpen behandelt, ntu- die Beweise sind j^'eletrentlirb noc]i veri'in facht, 
und B. ist die sonst ziemlich weitläufige Theorie der iudehniten Formen 
dadurch, dafs die Theoiie der periodischen Kettenbrüche in dem Kapitel 
Ober Lrftlioiialnklea vontusgeidiicU iat, in eine flbevMS ftbeniehtliclie und 
klare Gestalt gebracht worden. Aber vielleieht wäre es eben darum an- 
gebracht gewesen, den engen Zusammenhang zwischen qnadratifsehen Formen 
und algebraiächeu Zahlen noch klarer dadurch hervortreten %\x lassen , dais 
eine TOIMiiidiffe Tlraonle der qnadratiMdien Znlilkfcp«sr mit angenommen 
und die (km Ion ÄqmTalenzprobleme mit einnnder smr Deckung gelxradit worden 
waren. Dem modernen Stande der Forschung und vor allem auch den 
Anwendungen, welche die Zahlentheorie in der Funktionalehre gefunden hat, 
entBinieht es dnrohaus, gewine Onmdbegriffe der KfiiperUieoEie su«^ fftr 
die Elemente zu gewinnen, und diesen Bedürfoisse kommt ja Wßh das 
vorangehende Kapitel erfreulicher Weise dadurch entgegen, dafs e;?, ab- 
wdchend von älteren Auffassungen des Stoffgebietes der Zahlentheorie, eine 
anafniuiiolie Darlegung dee Be^riffea der Lrntionalsafal (naeh Dedekind) 
und gewisser Eigenschaften der algebraischen Zahlen bringt. Dieses Kapitel 
ist in jeder Hinsicht das interessanteste; besonders sei auf die schöne, dem 
Verfasser eigentümliche Herloitung des Satzes von Liouvilie über die 
Existenz transoendenter Zahlen verwiesen. 

Die DanteUnng ist llberall prBiis nnd elegant. Knr einige wenige 
Inkorrektheiten sind dem Referenten bei der Lekttlre begegnet. Der Satz, 
der Nr. 95 ist gewifs richtig imd geometrisch eridcnt; aber die arith- 
metische Beweisführung ist imrichtig. Bei der Behandlung der Kongruenzen 
nach einem PrimzaUmodoI wird der Fall mehifadier Wnneln ausdrllcklich 
berdoksiehtigt und das Theorem der Nr. 135 vnrd allgemein ausge8|Krochen, 
aber nur flir einfache Wurzeln bewiesen; im Falle mebrfaeher Wvirzeln 
ist 68 auch richtig, bedarf aber eines besonderen lud etwas anders ver- 
laufenden Beweises. 

Heidelberg. ... 6. Lakdsbero. 

B. Bamley'fl Azithmetlsohe Aufgaben nebst Lehrbiudk der Axlthmatik 

vorzugsweise für Realschulf^u . luihere Bihgtn'schulen und verwandte 
Anstalten neu bearbeitet und mit einer Logarithmentafel veisehen von 
Dr. H. Hartenstein. 3. Aufl. Leipzig, B. G. Teubner. 1900. Geb. 

Anf Grund einer Anregung in der Versammlung sächsischer Realschul- 
Ichrer vom Jahre 18n5 hat Herr Hartenstein die bekannte Bardeysche 
Anfg^eoNunmlung für die besonderen Zwecke seobsklassiger Bealschuleu 
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tungwurbeitei Dabei dnd lüehft nur die bpitel fortgulanaii wovd«ii, 

welche üher das Pensum dor Kealscliulen hinausgelien, es sind anch viele 
Aufgaben durcli ändert' tTsetzt ; es ist eine Tubellü der fünfsk'Jligcn Brigpischen 
Log&riÜiiueQ der i^ahlen von 1 — 10000 und der secb^telligen Logarithmen 
der ZaUen von 10000 bis 10809 beigefügt, and die theorstieolMD Yox^ 
bemevkungen zu den einzelnen Paragraphen haben eine sweckmifsige Um- 
formnng erfahren. Daher i£t es erklllrlieh, daf;^ in wenigen Jahren das 
Buub schon zum dritten Male aufgelegt werden raoiste. 
* Berlin. C. Fä&ber. 

X« Bardey's AiifgabenaaiiuiaiiiiSi meUio^seh geordnet, mehr ab 6000 Auf- 
gaben enfhaliend über alle T«9e der lüementur- Arithmetik, vorzugsweise 
für Gymnasien, Realgymnasien nnd Ober-Bealscbulen. Neue Ausgab© 
nach der 24. Auflage bearbeitet von F. Pietsker und 0. Presler. 
Leipzig und Berlin, B. G. Tembner, 1900. TU und 376 S. geb. 3,30 H. 

X« Bardej'g Avltluii«tlMlie Aufgehva nebst Lehrbnob der Aritbmetik, 

vorzugsweise für Rt abcluilen, Progymnasien und Bealpirc^ymnasien. Neue 

Ausgabe nach der 10. Auflage bearbeitet von F. Pietzker und 0, Presler. 
Leipzig und Ikrlin, B. ti. Teubner, 1901. VI und 314 S. g(?b 2,60 M. 

Der maucbeu Universitäten gemachte Vorwuri, dafs sie dem angehenden 
Matitematiker Cut atuscUielidicb abBtrakte Matiiraiatik bieten nad die Auf» 
gaben, die das Lebcu stellt, vemachlSssigen, ist deshalb vielleicht nicht ganz 
ungerechtfertigt, weil der so vorgebildete Lehrer leicht in den Fehler ver- 
*- fällt, die praktische Beite im Unterricht an den mittleren Schulen ver- 

kflnunflni und eo den krftflagsten Hebel fOr das Interesse and Verstlndnis 
der Sobttler anbenutzt zu lassen. 

Diesem Zustande wollen die vorliegenden beiden Scblübitcher nach 
Kräften eng^nznwirken versuchen. 

Im Interesse einer stetigen Fartotttwiekelang der Lehrmetbode und dee 
LehrttoflTes ist es mit Freuden zu begrüfsen, dafs die Verfasser sieh an die 
mit so anerkannten Yor/tlgon versehenen Lehrbücher von Bardey mögliclist 
eng angelehnt haben. Noch ist es der alte „Bardey**, aber ein neuer 
frischer Geist webt bereits hindurch, bald verstindigcr gruppierend, bald die 
wichtigen Momente deutliehw and söhirfer markierend, hier durch Form 
oder InhiiK fa.st wertlose Aufgaben ausmerzend, dort im Sinne einer gesunden 
Konzentration Aufgaben aus den verschiedensten Unterrichtszweigen ein- 
schiebend. 

Im Gegensati sa firflber finden wir jetsfe seitgemSliw Aul^ben aas der 

Wärmelehre und der Elektri/itütslehre, der Optik und der Mechanik, über 
( Tragfähigkeit und Steigkraft, Ober Geschwindigkeit und Weg der Radfahrer, 

der \\'urfgescbosse und der Planeten, aus der Flottengeschichte und über 
Kriegschiffe; mehr als frOher sind Aufgaben ans der Erdbande und Aatm- 
nomie, der Planimetrie und St«reome1iii entnommen. Bei weitem die meisten 
.^ufgahen sind allerding.« geblieben oder haben nur Änderungen in den Zahlen 
oder ertbrderlichenfails im Test erhalten. So war es tiühei wold nicht ganz 
korrekt (Lehrb., XXYIll 42), dafs g die Beschlennigung heifst, und die 
Hezleitang von p/2 war nicht klar; die Neubearbeitung hat hier wie an 80 
manchen andttran Stellen die bessernde Hend mit grdistmflglioher Schonung 
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angelegt. Verschiedentlich hat logischer Zwang zu anderer Anordnung und 
stufenrnSfeigc Reihenfolge zur Einfügung neuer Aufgaben geiülirt. Der mit 
der 4. Auflage eingeschaltete Teil Uber die Proportionen begann bisher mit 
emer Beilie von Fragen, die nidit beantwortet und dama fdr den Sebftler 
wertlos waren. Auch hier wurde wie bei den anderen theorotudien Ein- 
kitnngen stark geändert und gebessert. 

Das für Nichtvollan stalten bestinunte Lehrbucb hat mehrere nicht lehr- 
plamnllki^ Abeofanitte glücUicherweige endlioh Terloren. Was sollte s. B. 
die Berechnung der Logarithmen durch Reihen in diesem Buche? In der 
fllr Vollaustalten bestimm'^en Aufgabensammlung hat dieser Abschnitt da- 
gegen eine willkommene liereicberung erfahren durch die Entwickelung auch 
dar anderen in der Schule Torkommenden tranaaendenten Funktionen in 
Beihen. Das Wesen der LebenSTenieherung ist — zum ersten Male in 
finom L< hrVnche — in gröfster Ansftbrlichkeit in Abaehnitt ^t X ^ l) ' klar 
und gründiich erörtert worden. 

Beide Schulbücher lasseu sicii gan^ gut neben den alten gebrauchen; 
doch ist von der Einsicht der Herren FacUelirer an hoffen, dafo bald, den 
Forderungen der Gegenwart entsprechend, die immer lauter Einlafs in die 
Schulen bee'ehren, nur noch diese Neubearbeitungen in Gebrauch genommen 
werden, zumal zu dem übergange eine behördliche Crenehmigang nicht er- 
forderlieh endidnt, 

Qnedlinbiirg. Habemiobt. 

Ifnas B, WaUflttttii* Gmndattgo dar NatnilehTe für dio wataMB 
Elaasen der BMladna«. 3. Auflage. Wien» A. FieUen W^ A Sohn. 

I^na^ ix. UallrnliTi. Tiehrbuch der Physik für die oberen Klo.8sen 
der MitteliKsliuieii und verwandte Ijehraiuitaiteii. U. Auflage. 
Awgabe für Bealacholen. Wien, A. Picfalers W^ Üt Sohn. 1900. 

Die Gbrnndsttge geben in elementarer DarsteUnng die wichtigsten 

Erklärungen und Versuche aus der Mechanik, Wilrme und Eloktrizitüt; 
hierau schlielsen sich die Kapitel über Bewegung der Körper, Schall und 
Licht. Einige wichtige Abschnitte, wie z. B. die Dampfinaschinen, ebenso 
wie die DynamomasdiinMi ersoheinen dem Beferaiten etwas m Iran bs' 
handelt (die letztfreu sind mit vier Zeilen abgethan), wilhrend der Stöfs 
elastischer und unelastischer Körper eher hätte abgekörzt werden oder fort- 
bleiben können. Nicht immer sind die Erklärungen leicht verständlich, z. B. 
B. 37 «Wir nennen die gleiehen YobimsSndemngen der letsteren «it- 
Spredienden TemperatorSadeniagen gleich'^ Manche Angaben sind geeignet, 
Iß&verstSndnissf hervorzurufen, wenn z. T?. S. 52 u. 53 gesagt wird: „Die 
Hdhe der Wolken schätzt Humboldt in den Äquatorialgegenden auf 
3000 Meter; bei uns gehen ne an regnerischen Tagen bis 600 Meter ab- 
wärts"; oder wenn es auf derselben Seite heifst: „Durch Anpflanzen von 
Wäldern wird der Regen liefördcrt. Orte fsic), die das Loos der Ent- 
waldung getroffen bat, haben selten liegen und sind daher unfruchtbar." 
Geradezu falsch ist es, wenn aof S. 96 als Beispiel fOr den Satz: „Je 
spitziger und kantiger die das Mediiun durchschneidende Fläche der Körper 
ist, desto kleiner der Widerstuid", ^pitxiges Brustbein der Vögel** auf- 
geführt wird. 
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Die Figuren sind gut; jedoch ist nicht ersichtlich, weshalb in iig. 127 
der Borisont als gerade lanie eingeseielmet ist Der Draek irt deuUi«^ 
die Orthographie die in Österreich übliche. 

Beachtenswerter ersohpint dem R'^ff^renten das Lehrbuch der Physik, 
das in ausführlicherer Weise die hauptsächlichsten Kapitel der Physik in 
meisi komkter Anedkncksireve behaadeli Die Grondlekren der Astronomie 
siad in emem besonderm K]4>it«I eingeschaltet. Recht wertvoll orsdieint 
A\fi Zusammenstpllnnp von unpefBhr 300 Aufgaben am Schhts<?e des Buches, 
die nach den verschiedenen Abschnitten geordnet, in jedem einzelnen von 
den leiditerai tn ■dniicrigenB fintsolmiten und rieb eng an du im 
Buche Besprodiene niHflhllefiMm. 

Berlin. A. BLfunii. 

Ignnx O. Wallentin. Grundzüge der Naturlehre für die Tmt«nn 

Klassen der Gymnasien. Fünfte Auflarf IHH Seiten, 

I^az 0. WaUentin. Jüelirbuoh der Fliysik. Ausgabe für Qym- 
nnalflii. Zwölfte Anfinge. 1900. 300 Seiten. Winn, A. FioUen 
W^ftSohn. 

Zweck und Ziel sind durch den Titel gekennzeichnet. Di<^ Büc-lier 
enthalten in angemessenem Umfange die Gnindlebren der Physik, C'hemie 
und mathematischen Geographie. Von der üblichen Anordnung des Stoflfes 
weidien nie nur in einigen Änfterlidikmten ab, so dnxeh das Anftreten des 
ehemischen Teiles an ziemlich unerwarteten Stellen, ohne ednnnliaren innen» 
CSrUB'I, also \vnh\ mir der Folge im Scbulplan zuliebe. 

Naturwissouschattiiche ächuibtlcher kritisch zu betrachten, bietet die 
jetadge etirkere Betonung dee natorwiMenaehaftlichen TTntenidits allen Anlab. 
Denn wer die Früchte dieses ünterriefatei an dm Mheren Sehllleni nach 
ISnpprpm "Wrlassen der Bchule zn erkennen bemüht ist, wird zweifeln 
mtksseu, ob des alten 8chellbach offenherzige Bemerkungen über den Gegen- 
stand schon einigen Wandel geschaffen haben. 

Die Sohnle kimn und will nidit ans jedein SdifUer einen kleinen 
Physiker machen, sie soll ihn aber mit einiger Kenntnis der grundlegenden 
Ei-scheinungen ausnisten und in das Wesen Af^^ naturwissenschaftlichen 
Denkens einzuiÜhien suchen, damit bei der Mehrzahl der Schüler Ver- 
stindniB fllr diese Seite dee geistigen Lebens entwiekelt werde, nnd ein 
kleinerer Teil für spätere Fadistuf^ii n AnriguDg und Vorbereitung finde. 
Ein Schulbuch hat sich deshalb weitgehende Besohrankung aufzuerlegen; 
aber es wird als Kennzeichen eines geschickten Pädagogen gelten müssen, 
wenn er ea veisteht, anregende AnsbUdke Aber die eng gezogenen Grensen 
fainaoa an eröffnen, um so auch dem komischen Wahne so mancher früheren 
Realschüler, „die PhysiV oder „die Chemie** aof der Schule ng^habt^ sn 
haben, wirksam entgegen zu arbeiten. 

Dai irairliegende Bneh — Wir können uns in der Besprechung auf das 
grOiiMire der beiden beschrftnken — gehört nun zweifellos /.u den l^esseren 
Erzeugnissen seiner Richtung, maclit aber doch keinen vollständig befriedigenden 
Eindruck. Es trägt vor allem den Stoff zu abgerissen und zu sehr zu- 
reebtgemadit tot, nicht in natürlicher Entwickelung, unter der nicht 
schlechtweg die historiadie Entwickelung Terslanden zn werden brawAt. 
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Kranken an denuelbcn Obelttand« anoh nodi die meisten matiiematbchen 

Lehrbücher, so sind wir doch, besonders dov^ die Arbeiten Machs, auf dnn 
Oohietfi der Physik jetzt sdiöii aa Besseres gewö)int. Audi felilen fast gnnz 
Hinweise auf die physikalischen Ersoheiuungen, soweit sie sich nicht nur 
u den Apparaten dee phygikaltscheb Kalrinets «eigen, und ün Zusannnan- 
bange damit steht, dll^ auf die Erilutemngen der GeMtee dordi möglichst 
einfache Vorrichtungen wenig Wert gelegt ist, Wie anregend z. B. wirkt 
es auf den Schüler, wenn er die Stofsgesetze sich durch leichte Versuche 
mit Geldstacken auf einer glatten Tischfläche selbst vorßihren kann! 

Es werde nodi anf einige Einsellieiten ans versduedenen Teilen des 
Bnches eingpg^angren. 

Die Ableitung' der Pendelforniel bereitet erfahrungsgf'niäfs dem Schüler 
erhebliche Schwierigkeiten. Der Verfasser leitet nach vorläufiger Diskussion 
der Bewegongserscheinnngen des Poadels diese Formel ab dnrdi die ein- 
geschobene Behandlung der harmonischen Schwingung und nachfolgende 
Anwendting auf das Pendel, mit der üblichen Beschrankung auf kleine 
Amplituden. Noch besser dürfte es sein, die harmonische Schwingung und 
die meebanischen Bedingungen ihres Znstandekonunens Ubeibaupt Toran« 
zustellen, da sich auf diese Weise besonders nnter Zuhilfenahme graphischer 
Darstellungen die harmonische Schwingung einfacher und klarer ergicbt, als 
doroh Betrachtung der Fendelbewegung anter besonderen Annahmen. — 
In der Wttnnelehz« femer ditafte jetst aueh in einem Elemeniaxbndie der 
zweite Hauptsatz der mechanischen WSrmetheorie nicht fehlen, dessen phy- 
sikalii^f hpr Inhalt sich mit Hilfe mechanischer Analogien recht wohl auch 
Selmleru klar macheu lälst und schon /nr Vermeidung irrtümlicher Auf< 
&88ung des ersten Hanpisatz^ vorgetragen werden sollte. — In den 
Kapiteln über Magnetismus und Elektrizität wflrden einige Beispiele snr 
Versinnlichmig der Gröfse der auftretenden Kräfte recht nützlich gewesen 
sein, ebenso ein stärkeres Uenortr^ten der Äquivalenz von Magneten und 
Kreisströmen. Damit würde auch die unzeitgemäfse Unterscheidung von 
Magneto-Iadiiktion nnd Yolta^Induktion leiidit vennieden werden kSunen. 

Im Anschlüsse an die letzten Bemerkungen möchte Beferent eine ihm 
Von hefreiindeter Seite gewordene Anregung wiedergeben, ob es nämlich 
für Klementai'bücher uicht zwe<:kiQäf8ig sei, die strömende Elekb'izität vor 
der stalalsehen sa hehandefai. Die Exsdbelnnngen dsr ersteren sind sosueagen 
mhiger imd im allgemeinen von dem Anfänger leichter zu verstehen; 
durch Hinzufligung des Begriffes der elektiischeo Ladung ist auch »in 
Übergang xur statischen Elektrizität zu gewinnen, der den Zusammenhang 
der ErsdMinnngen berrortreten UüL 

Berlin. A. Botth (Oberingenieor). 
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1. Aufgaben und Lehrsätzu. Lösungen. 
A. Aufgaben and Leliriiitse* 

42. Es seien 

(1) f - a^xj -}- 2 ^j^i^Tj -r h h^^x\ = 0, 

(2) 9 = \x^x + 2 &ua5,a-, + • • + &4«^«^ - <> 

irgend 2 Flärh^n zweiter Ordnung in Tetraedeilcooirdinaten} fiberdies mOgwi 
nicht alle Fläohen des Bflsohels 

(3) «/•+A9) = <!^ia^ + 2c„«^«^ + . + c^ä{ — 0 

in Kegel oder Ebenenpaare aiuaiten. Alsdann wird die DetenninMite 

(4) £±{c^c^c^cJ = Gi^n,k) 

nicht für alle Werte j Tereohwioden. Seist man 

80 reprKsentiert beltaimtiieh die Gleidning: 

(5) J<'(x, A) (7„i(^ + 2 Cj^m^u, -f • • + C^u» = 0 

die Fläche (d) in Ebenenkoordinaten «f. Es fragt sich, wie viel Flächen-» 
paare 

jc,/'+ — 0 und >t5/"+ A,<p =«- 0 
im Büschel (3) existieren, so dals die beiden Eliichenpaare 
|F(«„A,)-0. ii^f+ltv-O und 

^feicAffetti^ apolar liegen oder, in algebnusefaer Fassong, daTs 
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Man Migt letoht, dafii es drd Fttdienpaare (6) giobt , deren Parameter | 
ans der Glädrang sechsten Grades 7(x,A)=»0 berecbnot werden, woM 

^ V»» ~ a i~a«'~ a* ai n J' 

^\.^t*^J=iu[ a«» dl* \ d*dl / j" 

Bedeutet in der Hütt |r(xi) x^) irgend «n« binire Form von x^^ ji^, 
und sudit man ein Wertepasr h- nnd ^ den beiden Gldebungen 

»1 Vi 

getttib zu bestimmeD, so eriiSlt man ans 

und aus der sweiten Belation in (8) ^ ^ ^« Gleichung 



Nach der Theorie der assozüerten Kovarianten*) ist die ünlrn Seite in 

{ 9) das Produkt aus f , ijj) in eine Kovariante vom Grade (n-l)(n — 2), 
welche allein als feigentlirhe^ T ösung des Problems gelten kann. 

Für einen Kegelschnittbüschcl »j ~ 0 ist von mir bereits früher 
(ZeitMhrtft tOr Ifath. n. Phys. 20, 153 ff.) gezeigt worden, dab 

existieren, welche (ßci(hzntvj apolar zu einander liegen. Dieselben sind be- 
stimmt durch die Glek-huug 



a*ffa»G /a«<?\« ^ 



In den Fällen n = b bis it = 9 kann man die Ausrechnung nachschon bei 
Glebsch, BinSre Formen, pag. 337. Der Fall « 6 iat durdi seine An- 
w^nngwi auf die Lelve von den Komplexen 2. Ordnung besonders 

interessant. 

Darmstadt, den 7. Mai 1901. S. Gunuslfimoeb. 



1) Über du OeBchichtliclie Tergleicbe man meine Arbeit: Über binSre 

Formen im Joarn. für Math. 74. 87 — 91. Daselbst ist auch zum ersten Male 
da8 einiBohste System von htkutsiomtformeln zur DurHtellunfr der aHso/.iiorten 
Kovarianien durch die iundamentalen Kovariantcn jjofjeben. Diese Formeln sind 
&ter ohne Angabe der schon vorliegenden Quelle in die Theorie der binären 
▼on Clebicfa übergegangen. 
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48, Ein bekannter EleYnentarsatz der Zahlenlehre sagt aus, dafs das 
Produkt von n konsekutiven ganzen Zahlen a (o + 1 ) • • • (a + *» — 1 ) stets 
durch h! teilbar ist. Es sind die notwendigen und hinreichenden Bedin» 
gungen aufzustellen ^ unter denen bereits das Produkt von n— 1 konaeku- 
ttTco gßomm ZaUttt (o + l)(a + 3) * " (« + »— 0 nl fäSbax wird. 

K(Iiiigsb«Tg i Pt. W. Pr. Mbtkb. 



44. Es seien ai, oj, • • •, a^{n) die 9>(«i), zu einer natfixlichen Zahl 
• 1*1*1*1* • • ■ i'«" teilerfremden Zahlen <♦», und et bedeute das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Differenzen — 1, — 1 , • • •, |>, — 1. Dann 
soll bewiesen werden, dafs irgend eine ganze symmetrische (homogene) 
Fonktion der a Yom Gnde g immer dann durch n tolbur ist^ wenn g nioht 
durch (i teilbar ist Im besonderen ist die PotentfimiiiM der a sicher 
nicht durch n teilbar, wenn f/ teilbar tiurch ^ ist. 

(Verallgemeinerung eines Satzes von Herrn K. Honsel, dieses Archiv 
(3) 1, 319). 

Xteigsberg i. Pr. W. Fl IfBnOL 

45. Gegeben seien in einer Ebene ftLnf Punkte 1, 3, . ., 5, durch die 
ein (nicht zerfallender) Kegelschnitt K bestimmt werde. Man zerlege die 
fünf Punkte auf irgend eine Weise in ein Dreieck, etwa (1, 2, 3), und ein 
PiiiiktepMr (4, 5). 

Daun existiert ein einziges Viereck (A, B, C, D) derart, dafs einmal 
sein Kardinaldreieck durch (1, 2, 3) gebildet wird, und überdies das Punkte- 
paar ^4, öj bezQgUch des Vierecks (A^ B, C, D) (,d. i. bezüglich des Kogel- 
•chnitthfiidielt (jL, B, C, 7>)J koiijugiert ist 

Von den vier durch C, D gebildeten Dreiecken greife man eiaei, 

etwa {A. C) herans T>rmn giebt es vier Kegelschnitte durch 4, 5, die 
dem Dreieck {A, B, C) einbeschheben sind; diese berühren alle dm Kegel- 
jtdkm# K. Solehar K berthraniea Kegeliduiütei, die aUein dordi die Ftgor 
der fünf Punkte 1, 8, ...» 5 bestimmt sind, giebt es also im ganzen 160. 
(Verallgemeinerung einei bekannten Feuerbaohiohien Dreieckssatzes). 

Königsberg L Pr. W. Fft. ÜBrait. 

' 46. J'ai don^ le prsmier, je erois (Jount. de MsUl ^i&aalas d« M. d« 
TiOngehamps fevrier 1889), le teoreme snivant qui m'a serri de point de 

depart pour la t«»orio des trianglos multiortologiiiues. 5/ dens triangles 
ABC, A'B'C' sont dotiblement mioktgiqu^s par permutation circulaire, Hs 
le sont tripletnent. Oe teoreme pourait s'enoncer en g^nAtil ainsi. Si les 
perpendieuiaires abeMea äeÄ,B,C »ur B'C, CA', A*B' mni vomvurnntes 
ainsi que Ics prrpcndicufaitrs abaissees de A, B, C sur C'A', A'B'. H C', 
les deus trianohs ABC. A'JJ'C' sont friortolof/iqurv par prrnuifnfhn rirrn' 
laires. Je propoäe d'expliquer puurq^uui, si A'B'C degenere dana le 
triangle aph^ form^ par les pieds des perpendiculaires ahsiasjes d» A^BfO 
sur une droite quelconque, le teoreme n'a plus Heu et que seules les per- 
pendiculaires abaiss^ de A\ B\ C sur BC, CA^ AB sont conconrantes, 
Paria. £. Leuolnk. 
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47. Der Inhalt des Körpers, weit her au«? einer Ixegelfliiohe durch zwei 
parallele Ebenen geschnitten wird, lllfst sich durch die Prismataidformel 
berechnen. BesMohnet man mit h den Abstand jener beiden Ebenen, mit 
ff und Q die Zahlen der in ihnen befindlichaii Gnuidflichen dei Ktfrpen, 

endlich mit D die Zahl seines MitWschnittes [d. i. des Schnittes in der 
durch den Mittelpunkt von h parallel m g und & gelegton EbeneJ, so ist 
der Inhalt dm Küipor» 

Vm dieten Bats ni Imreisen, denke man sieh den AnfangepnnlEt der 

Koordinaten in eine der beiden Grundflächen, z. B. g, und die x-Achse in die 
darin auf derselben senkrecht stehende Oerade veriegi. Die Gleichungen 
der Begelfläche sind 

worin Y, Z, «, ß, y Punktionen eines Parameters i sind, und zwar die beiden 
ersteren Zahlen die Koordinaten eines beliebigen Punktes des iiandes Ton 
die drei letrterai die Biohtnngekosinits des dureh ihn gehenden Strahle» 
bedeuten. Für den Inhalt des zur Abszisse x gehörigen Querschnittes der 
HprrelHrirho findet man mit Hilfe der aUgemeinMH Formel iBr den Inhalt 
einer ebenen Fläche den Au.sdmck 

Q(x) = Az' + jBx + C, 

wonn A^B.C Konstante bedraten, weldbe aieh bekanntlich durch g^ D 

und h darstellen lassen. 

Innebruck. ü. Stolz. 



B. Ltnmsen* 

Äitsm^ mu ejfMM Sektäbm m Arm E. Jdudte. 

Zu Ii (I, 363). — 'Eine Tdüetindige LOtnng der eisten Enesersehen 

Aufgahc im ci-sten Band des Archivs liegt auch in Gleichung (12 ) auf 
S. 454 meiner Aufgabe von Heeses Baamgeometrie 1676. Sobald nämlich 
die x^ den Gleichungen 

£9'^^x, - 0, £gfx, - 0. ^yf>«, ^ 0, . . . 

genügen, gilt Gleiehnng (12*) 1. e. ' 

Die Beantwortung der zweitmi Aufgabe dflrfte durch folgende Betrsch* 

tung gegeben sein. 
Es sei 

. . .1^ .. ■ 

. ..I — . •• ' 

1} Um YerwechHelungen zu vermeiden, habe idi du p in meinem ersten 

HchreilMin (diese Zeitschiifl 2, 216) durch q ersetzt. 
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Dtim isi die 
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• Form der <»— i. (« > r > ^) 



u 



^1 «i 



0 0 
0 0 



0 r. 



0 0 



nur von d«n Variabeln ^i, , .,, 



■, abhängig; wie man sofort sieht, 

in I die r 4* ^ ersten (Horizontal- raepw Vertikal ) Reihen mit 
a-j, • • •, a;^; r , ^ 1 , • • •, multipliziert und snoeeanye voa der letsten Reibe 
ab^üobt. Man kann daher setzen 
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I i (las analoge Theorem bei Heim Frobenias» Joimial f. d. reme u 
angew. Math. 114« m Ulohgeu {i) u. (4). 
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10 kann man Xj, x,, • • x^; x„^j, • • x„^^, stets so bestimmen, dafs 
- ■ - Ir ^^ichigc Werte annehmen und dab gleichzeitig hd v&iig&r WüUiür 

von x^ ^ j , x^ ^ j , ' ■ ■ » x^ 

etc. 

d. h. dab: 

(II") f;,-o, «..-0. <.-a 

Man hat dann nach Analogie des Theorems von Herrn Frohonins*) 

(m) A^fp^^-^-x, t;, = 0, ff, = 0, /,-0, 

worin i^ durch (I) und (I*) und % durch 



«II ; 














Ir 


h • 


•• 0 • 


0 


0 




. 0 • 


. . 0 


0 


k ' 




- 0 


0 



definiert werden. 

^[utatis mutandis kann ilio Signatur (der iiang^) der rinadratischeu 
Fonn A'^x der willkürlichen Variabein |j, |^ nach meiner Formel 11 
ä. 4Ö4 in Besses Baumgeometrie') berechnet werden. Im Hinblick auf 
die Bemeilcnng in der Bbleltnng diesea Schreibena ISM rieh die Zerlegong 
in (ni) in Worten so aaadrflflken: Die Sigmiiwr (der Bmg) der gvadra- 

iüdim Form ^ ^^l^j^g^if »wUdun derm VariMn • • 



die f linearm Glei(hwigen 

V, = 0, «J, = 0, 



besteheny ist nJrirh der Simme der Signalurm (Batigtahlm) der beide» fwi- 
draHschen Formm 



^r'2';+i^«i.*.«it c«f- ^) «md vjfl,,»,«,, 

Darmstadtf den lö. September 1901. 



S. QuiioKi;pj»aBB. 



1) 1. e. S. 

S) Dieselbe gilt für jede quadratieehe Fonn; de giehfc also auch die Zer< 
logiuig von A~^x in r— <f Quadrate. 
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Zu 32 (Bd. IT, R. 213) (Efl Janisch). Man nclimo Dreieck abc als 
Fiutdameiitaidxeieck für trimetriscbe Normalkuordinaten, und di« Gleichung 

des Kegelsclmitts sei ttiX^x, -f «is^^^t + OjXiXg « 0. Ferner setze man 

flin ffi cot 

B ui iBc6 ~ ^' dann sind die Koordinaten von m: -\- a^^ X (Aaj -f a,), — Aoj. 

Bezeichnet mau uoch die Koordinaten des Punktes s mit &g, d^, so er- 
hllt man oaeheinaiider folgende Systeme von Soordanstea voaA OleidniDgeii; 

Koordinaten von a': - q^^+^t^ i *k» 6*5 



f»d': — loi 6^^"!'+ (a^h^ + «i ^)at+ (*ai + «i — 0, 
««': 6^«i + 0, (Ifl, + 0,) (oi 6, + a, 5 Ja^ — 0. 
KoordiBateii von (ma% be)t 0, (Ao^ a^b^- 

(mh', ca): (A«i4-öa)&i, 0, ^flits? 

Gleichung der Geradeu ^: 

Gleichung der Geraden ms: 

X(laib^-^ fl»&s+ «365^*1 ~ U«i68+ ^«8^+ «t^^ 
-"(Aai + a,)(i6i- 65)3^-0. 
Koordinaten dea Punkte» m'x 



a, a. 



i«i + «i^i "i" *'»^« ' AOjii + A.Oj^, -|- 0,6, ' Ad>, — i*, 
Gleichungen von 

b'c: — Oj&j&jX, + («ji*, -f «,63; 4- 6j (di^/j + «8^)^» = 

a'6': (a,ö, + a,6,) »1 + (a,ftt + b,) — a,ö^ ft^ar, — 0. 
Ko<»piiii«leii TOn 

Diese Koordinaten genügen der Gleichung der Geraden fu 
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CttöidniiigeD TOD 

w'a'j (oth-^^h) (*«i*t + ^ + «»^) *i + «1 + + «j *«) 

~a,a,B^(A^-ii)«,-0; 

«•'6'; 411«^ ftfc + «t*» + «I + («8*1 + «1 W (^^ ^ + + 

+ («1*^+ i^h- W«»- 0. 

Koavdiititeii von 

(mV, 6e):0, ft8(lfl,5,+lVi+a,6i); 
(m'fc', ea): — (Wj - li^), 0, d, + «a^k)? 

(m'e\ ab); 6i(Aöi6i+lfl,bi+fl,i^), <>. 
Gleidnung dar Geraden |»'; 

(Afl^b, + a,&, + a,^) - (Aa,i., + la,h + ^ + a, {kb, ^ b,) J"» = 0. 

Die Koordiuat^D von 5 (bj^, bj, bjt) erfOlleii diese GleiehuBg; mithin gebt 

die Gerade ft' durch 8. 
Koordinaten von 

(ma, b'c'): b^b^^koi -f- </j) + n.^biikb^ — ^»1, ög^jf^a^ + <7j), — "3^3^35 

(»nft, c'a')'. &iftj(Äai -f a,), ö,6a(irti + «,) — «s^s(^^ ~ " 

(mc, a'i>'): Oj^i^» ios^^j. &a(«s*8 + «8^2) + ^h{<^s\ + «i*»«)- 
Diese Koordinaten genügen der Gleichung der Geraden ft'. 

Der hierdurch bewiesene Satz der Aufgabe Nr. 32 hat sich schon bei 
meiner Bearbeitung der Ani^be Kr. 1774 der Zeitechzift Ittr mathe- 
mntiiolien und natarwissenschaftlichen Unterricht (Bd. XXXI, 8. 447) als 
Verallgemeinerung dieser Aufgabe ergeben; auch sind dort die Resultat« der 
vorstehenden Entwickelungen bereits angegeben worden. Betrachtet man 
^11 «^st •''s lonieBkoordinatnif w> ergiebt sidi der folgende dnale Satt: 

Sind abc und a'b'c' zwei perspektivische, einem Kegelschnitte K nax' 
geschriebene Dreiseite, und ist m eine beliebige Tangente an K . dann 
schneiden sich die drei Geraden {ma\ bc)^ (m6', ca), (mc', ab) in einem 
auf der KoUineRtioonadiee » liegenden Pmücte fi. M m' die zweite durch 
den Punkt ms gehende Tangente an K, dann gehen durch denselben 
Punkt ft die drei Geraden (m'a, b'c'), (m'b^ < '(i')y (m'c^a'b'). Umgekehrt 
schneiden sich in einem anderen auf s liegenden Punkte fi' die sechs 
Geraden (m'a', 6c), (m'6', co), (m'c', «fc), («lO, 6'c'), (m6, c'a'), (mc, a'i»'). 

Prendan. W. Stbqsmamn. 

Anmerkung: Nach einer brieflichen Mitteilung des Herrn Prot. Sobotka 
(BrOnn) findet sieb der 8ata in der Abbanfflung ,yS't/r une pineraUaaHtm du 
Ütronmc de Pascal ek>^ par M. Aubert (Nouv. Aunales (3) 8, 529—535). 
Aubert leitet a. a. den Satae dnrch wiederholte Anwendung des Pascaltchott 
Theorems ab. 

Pi«g. . 1 Ed. Januscu. 
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Zi; 33 (Bd. n, 8. 213) (W. Fuhrmann). Es 8« BÄK — qt, 

AB L = die Gegenstrahlen von AK und BL seien AK' und 3L'. 
Zu der Öchnittlinip A B ziehe man durch A in der Halbebene BÄK die 
Senkrechte AX und in der Halbebene ^üiy die Senkrechte AY\ die Gegen- 
atrablen seien AX' und AY*^ dann ist ■^XJ.FassiK Femer leg» man 
in der Ebene BÄK durch Ä die Parallele zu AK^ welche in C treffen 
möge; der Schnittpunkt von AY und BL sei B. Die Punlcte A^ B, (7, /) 
bestimmen jetzt ein Tetraeder, dessen Seitenfläche BC'I) der Geraden AK 
parspllel ist- und die Gende BL entUUt; daher igfe die Unge h de» TOn A 
aus auf BCB gefönten Lotes AP sngtoteih die kflnesto Entfinnung der 
windschiefen Hr-idcn AK und BL. 

£s werde nun zunächst vorausgesetzt, daOs 9» und ^ spitze Winkel 
sind. Dann liegt Punkt C auf AX^ Fnnlt D tmf AY, und es ist daher 
^CAD'^ ». FäUt man nun von P ans anf BJ) und JVC die 

Senkrechten PQ und PÄ, und setst man BQ^p^ £ü *» g, P^as«^ 
FM — jft DBC = a, so hat man: 

«8ina<-9— pcoe«; 3r8in«-*j> — ooe«. 

Verbindet man noch A mit Qj so eriHtlt man ans dem reditwinUigen 

Dreieck APQ-. ^10*— x*. Die beiden Dreiecke ABB und ABC sind 
bei A rechtwinklig, und es ist <^ ABB = 1^, ^ AßC ^ 9?. Man hat also: 
A(^ a mx-^\ BQ —p = n cos BR = q = a cos 9». Mithin: 

^ «vorn 

a* (sin* i/> — COB* 9 -|- 2 cos qp cos 1^ cos a — cos' a) 

■in'a 

Hierin ist noch der Winkel u zu be^tiiumen. Dies erfolgt mittels des 
CosinutsatsM ans dem Dreiedc BCB. Es ist nlmUch BCwAip'^a^ 
BD oos^ - «, tottd weil CAD — 180*— 4^ ist, 

CD*- jAC*+ 2 J C- il2> • eoe# <- a*(tg>9 + tg*^ + 2t«9 «9 1 006«). 
Man findet nun: 

BC»4- BD* -CD* 

cos«= 2BC BD 
/ I s i « *^_s n «x i. . a\ cos qp cos Ii» 

^coe^coe-^^ — sin^ainipcoa^; 
2 008 9 008^ OOS« — coe'« — 000*9 00^ ^ " 9 sin'^ cos* 9. 
Setst man dies in die Gleichung für A* ein, so erhlH man 

. j o*8in*y a i n*'^ ain*^ ^ , n am <p sin 1^ ain ^ 

** V* ~ l<^08 q5 COS 1(1» — Hin tp sin •v» cos 

Legt man durch AK die zu BGA senkrechte Ebene, welche BL in 
M treffini möge, so ist M der eine Endpunkt der von AK nach BL su 
ziehenden kürzesten Geraden. Da AK\ BC ist, und da die Ebene AKM 
auch die Gerade AP enthält, so ist PM die xu perallele Schnittlinie 

6* 
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d«* Ebeaen AKM und BCB. Zieht marn dwrcli P die PMaUele za 
welehe in O trifft, ao ist BMPO ein FnnUelograinm, nnd min haA also: 

j) — g C08 tt o ein y (ein y cos ^ + o<w 9 ^ ^) 

Damit ist die Lage des Punktes JV anf der Geradoi BL bestimmt. Ist 
N der andere, auf AK liegende Endpnnkt dw kflnestea Genden, so ist 
APMN ein Bediteck; mitliiD: 

A.K PM "~ P " asinif) (coB ^ si« v -] cos i>) cos •©■) 

ain a sin' a 1 — (€<m 9 cos ^ — sin 9 sin ^ 00t ' 

wodurch auch die Lage des Punktes N bestimmt ist. 

Ist ein'^r der Winkel, etwa q), ein stximpfer Winlccl, so ist <^ BÄK' 
ein spitzer VVmkel; die entwickelten Formeln können daher auf den Flächen- 
winkel TAX* beaogen -werden, indem man 180"— q> statt ^ nnd 180*— 0 
statt & setzt. Aufsorck™ miiTs man den hierdurch erhaltenen Wert von 
A K. lim ihn wieder auf den Flächenwinkel XA Y zu beziehon, mit ontgrpen- 
gesetztem Vorzeichen versehen, da im Flächenwinkel l'AX' die Strecke Alf 
in der Riehtang AK* g emes se n worden isi Führt man dies alles aus, so 
Weihen die drei Formeln für ä, BM und AN unverändert. Sind beide 
Winkel cp und i{> stumpf, so •'^vA ^BAK' und -y:^ ABL' spitze Winkel; 
die Formeln können also auf den Flächcnwinkel X'AY' bezogen werden, 
indem man 180** — 9 statt 9 und 180° — ip statt ^ setzt. IKe Werte von 
AN und BM sind noch, um sie wieder aof den FUdienwinkel XAY m 
beziehen, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen. Auch in diesem 
Falle kommt man zu den ursprünglichen Formeln zurück. Die letzteren 
gelten also für beliebige Winkel 9 und 1^. 

F'ivndaii. W. Smoiauuni. 

Eine ähnliche Bestimmung des kürzesten Ab^tandes ist auch von Herrn 
E. Rath, Stuttgart eingegangen. 



Zu 37 (Bd. II, S. 356) (S. Gundelfinger). Die Gleichung der ge- 
gebenen Kurve sei (x^ -f y*)» + /"(a?, y) + c =- 0, wobei die Funktion f vom 
(2n— l)ten Grad in y und c das Absolutglied ist Dnrch Einflhmng 
der Polnrlioordinaten r, q> erbUlt diese Gleichung die Form r* " -|- qp fr) -f c = 0. 
Hier ist <p(r) vom (2n — Ijten (irad in Beziehung auf r. Das rrodukt 
der 2n Wurzeln »"i, 'j» • • •> ist gleich dem AböolutgUed c, also von 
dem Winksl tp nnabhlngig. Ist daher Q der Ursprung des Koordinaten- 
systems, und sind Pi, i», • . Pj« die den Wurzeln fj, r„ . . ., r,„ ent- 
sprechenden, auf einer Geraden liegenden Punkte der Kurve, so ist das 
Produkt <^J\. . . . VPj« dasselbe für alle durch Q gehenden Geraden. 

Stuttgart. E. R.\th. 

Eine ähnliche Losung ist noch von Herrn stud. K. Cwojdziiiski, 
Lemberg eingegangen. 
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1 AxSttignu 

4« Die Aufgabe: Dnreh einen gegebenen Punkt eine gerade linie m 
sdeken, von der die Schenkel eines gegebenen Winkels ein Stück von 
gegebener Länge ahschneidpn , findet man als erstes Beispiel von durcb 
Zirkel und Lineal im allgemeinen nicht lösbaren Aufgaben in dem bekannten 
von Peterseat „HetliodeD und Theorien zur AuflSsung geome> 
trischer Konstruktionsanfgaben". Es ist dort weiter noeh angeführt, dals 
dif Tösnng im allgemeinen uiclit möglich ist, weil es sieh um die 
Koustruktion der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Konchoide handelt, 
daA aber für gewisse Lagen dtt FuiiUea (wenn er z. B. aof der Halbionings- 
linie des Winkels liegt) die Gerade eine so besondere lAge im Verhältnis 
zur Konchoidt' bekommpn kann, dafs eine elpmentare Lösung möglich wird. 
Bechnerisch zeigt si* Vi rlie Unmöglichkeit der allgemeinen Lösung in dem Auf- 
treten einer Gleich img i. Grades, durdi welche die Schnittpunkte bestimmt 
«nrden imd in deren Koeffisientea die GrffAwn eingehen, von denen die 
gegenseitigen Lagen- und Gröfsfuverbaltnisso der gegebenen Stücke ab- 
hnn^Tpri. Ein sehr einfacher Fall ergiebt sich Ton vornherein durch die 
Annahme pturalieler Winkelschenkel. 

Wo findet man eine Analyse aUer möglicfa«! SpennUUle, in denen 
eine Konstruktion nut Zirkel und Liaieal ansgeltthrt wefrden kann? 

Windsbaoh. A. WvaoM. 

5. Fflr die Ton Steiner (Ges. W. II, 668) erwähnte „rinst hMühmte 

Aufgabe" — In einer Ebene sind zwei sich schneidende Geraden p und g, 
weiter ein Punkt /-' f"'geben. Es sind durch It solche Transversalen zu 
ziehen, dafs ihre Lungen zwischen p und <; einer gegebenen Strecke (d) 
gleieh werden — habe ioh die folgende einftehe LOeang geftinden; 

Man ziehe parallel zu p (oder q) eine Gerade r, welche von E den 
nSmlichen Abstand hat wie die Cerade p von H. Man betrachte p und r 
als Asymptoten einer Hyperbel A, welche durch den Punkt Ii bestimmt 
ist Besehreibt man aus jR «nen Kreis (k) mit don Badins* der der 
gegebenen Länge d gleich ist, so schneidet dieser die Hyperbel h in zwei 
oder vier Punkten (l, 2, 3, 4). Die Verhindiin|^]inien B^t B^, JR^ 
sind die gesuchten Transversaleu. 

Sollte die Gerade r parallel zu q gezogen sein, so bekommt man die 
identisehen Transyersalen auf dieselbe Weise wie frOher. 

Ist diese Lösong schon bekannt? 

Agnun. - G. Majobk. 

T). Ist der nachstehende Detenninantettsats bekannt, beaw. wo ist er 

▼eröffentlicht? 

Bedeuten die Koefäzienten einer orthogonalen Substitution, tmd 
bezeichnet man nüt 

[<V,t|<^a^ ' • • ^fr*i] (*»• *»»"■•» 1 "» •) 

die ans den r* Elementen e,-,*., c,,*., • • • c,,t„ gebildete Deter- 
minante, so ist 
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gleich Eins oder Null, je nachdem die beiden Zahlenreihen n, • • •, ir und 
'i) * * 't 4> voUkommen oder nicht vollkommen mit einander übereinstimmen. 
Dabei ist die Sttmmation auf alle Kombinationen ohne Wiederholungen zur 
Hen Klaase in entreok«ii, die aus den Elementen 1« S, • • » sn bilden nnd. 

YiXr die Grenzfälle r a 1 nnd r » « ergeben sich die bekanntak 
Ortbogon aUtutsbedingnngen. 

Berlin. £. JAiuiK£. 



3. Spreobsaal für die £iicyklopä(lie der Mathematisclieii Wissenscliafteii. 

[£iiuendiiiigen Sär den Sprechraal erbittet Herr Frans Meyer, Königsberg i. Fr., 

Hüteltrogheim 51.] 

Zu I A 2. Kombinatorik. 
* 

I. S. 44, Z. 6 V. o. Weitgehende Untersuelmng*^ii ilhor das Verscliwindpn 
halbsrmmetrischer Determinanten und ihrer Uutordt'tcrmiiiontoii sind von 
(irafsmann (Ausdehnungslehtü, siehe ges. Werke Jj, dort auch die Note 
▼on F. Engel, 8. 490) sowie besonders von 6. Frobenivs (Jooin. f. 
Math. 82, 242 ff.) angestellt worden. Vgl. a\icli K. v, Weber, Vor- 
Irsungen nhev das Pfaffeche Problem (1900), S. 30 ff.) 
Freiburg i. B. A. Loewy. 



Zu I B 3c, d. Galoiseche Theorie mit Anwendungen, 

L In Anmerkung 62, S. 500 sollte auf M. Cantors entscheidende Unter- 
suchung über die Entdecktmg der Auflösung der Gleichung dritten 
Grades hingewiesen sein (Gesch. der Mathem. II, 2. Aufl., Kap. 65 
nnd 66). Erwflnaeht i^re femer ein genaueroa Zitat in Anmerk 85, 
S. 508, wo es heiftt „die Eigenschaften waren Lambert und Enler 
schon bekannf S 

Mflnchen. A t. BbauhmOhl. 



Zu I C 1. Niedere Zahlentheorie. 

I. Bei Xr. 5 ist noch /.u zitieren: J. Ch. Burckhardt, Tables des divi- 
seurs pour tous les nombres dcpuis 1 a 3036 000, Paris 1814 — 17. 
Dieees' Werk wird illerdingB 8. 578 angeführt, gehört aber andi hier- 
her, da es eine Tabelle enthllt, in welohor fttr alle Primzahlen p von 8 

bie 2543 die GrOfBe der Periode des Bruches ^ angegeben wird. — Li 

Nr. 10 sollte berilgUch der „befreundeten Zahlen**, welche aohon im 

Altertum und später noch vielfach vorkommen, auf M. Cantor, Gesch, 
der Math. I und U 2. Aufl. (Eegieter) sowie III S. 095—596 ver- 
wiesen SPin. 

Mtinchttn. A. v. Braunmühl. 
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Za I 0 3. ArithBietiBclie Theori« der Formen. 

I. In Anmerkung 30, 8. 599 (Pellaohe Gleichung j ist zu venreiien auf 
M. Oftnior II, 2. AiüL S. 777. 8. 629 ZeOe 5 von oben ist nach Bachet 
za «rglbiMii: „ruA Famaf*, sowie zu zitienui H. Cantor TT, 2, 779. 
Uflneheii. ' A. t. fiB&vi»iOiiL. 



Zu I 0 3. Analytiscli« Zablentheorie. 

I. In Anmerk. 69, 8. 669 ist sn verweisen auf A. Pringsheim; „Ober die 

ersten Beweise der Irrationalität von e und Münch. Ber. 1898. — 
Der S. 671 Zeile 12 nnd 11 von nnten stehende Satz: „Durch eine 
YeraUgememcntng der Her miteschen Betrachtungen erlangte F. Linde» 
mann den HadiweU der Tnuucendens audi für iat n&oht mbieffend. 
Denn eino blofte „Verallgemeinerung^* ist Lind ernannt Bawekl faiMtr 
wegs, sondern es gehörte noch sehr viel mehr dazu, um denselben zu 
erbringen, was schon daraus hervorgeht, dais Hermite selbst sagt: „Je 
ne me baiardorai poinb k la reeberdbe d'une d inurnttration de la trän- 
scendance du nombre n. Qne d'aufam tentent rentrepriee, nnl ne setm 
plus heurenx que moi de ]^vr sncces, mais croyez-m'en, mon eher ami, 
il ne laiuera pas que de ieur eu coüter quelques efforte . . Journal 
fflr Ihtb. 7«, 1873, B. 34S. 

IfflnAen. _.. A, t. BnAumiOHL. 

Zu I D 3. Interpolation. 

X. Zu 8. 601, Zeile 15 von oben: Dt« sogenannte Lagrangesche fotetpo- 
lationaforrael wurde keine.swpgs zuerst von Lagrange 1795 gegeben, 
sondern bereits 1776 von Edward Waring (das Nähere hierüber in 
meiner Abhandlung „Historische Untersuchung der ersten Arbeiten über 
Int«rpohition", Bibliotb. math. 2, 1901, 8. 96 — 96). 
Zu 8. 810, Z. 5 von oben bemerke idi: Stirling hat keine none Inter- 
pol ationsfonncl gegeben, sondem die 1 von ihm bonützten finden sich 
anter den 6 von Newton im Methodus diflorentialis (1711 von Jones 
vei'üti'enüicht) iuitget«ilt«u. (Vgl. müiueu oben zitierten Aulsatz S. 91.) 
Mflnehen. A. BnaumfOHL. 



Zu I E. Differenzenrechnung. 

I. Zu S. 927 — 928, Amnerk. 1.^)^. Die Tleihe (38 ) ist «chon Lei Arrbi- 
medes (Buch über die Kugel und den Cylinder prop. 22 und 23) sum- 
miert und kommt dann wieder bei Kepler (De motibuB stellae Marlis, 
Opera Ed. Frisch UI, 335, 390) vor. Euler bat die 8ummation der 

u—p — 1 t( = p — 1 

Reihen sin \s -f ^u) und cus -j- «) /.um tirstcmuale bereits 1743 

im \lt. B der Misceilanea Beroiin. p. 129 ff., also lange vor Bossut 

veröffeutlicht. 
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S. 925, Anmerk. II ist r.n bfmerkfn: (i. Heinrich hat (Hiblioth. math. 
1 1900, S. yO — 92) gezeigt, dafs die Öiinpsoasche Regel schon von 
James Gregory gegeben wurde. 

Hfimelieii. A. Br&dkmChl. 



Zn n A 2. Differential- nnd Integralreebniing. 

n. Auf 8. 66 unter Litteratnr l) Ältere Werke sollte noch bemerkt sein: 
Jacob BeraonUi, Opevai 2 Bde. Geney. 1744. 

Mflnchen. A. t. BraummOhl. 



/ 

Zn. II A 3: Bestimmte Integrale, 
n. 8. 160, Zeile 9 Ton unten Tenniaao ich das Zitat TOn Wallis' Fcmel 
fBr |: Opera I, 467 nnd II, 366, Seite 161, Zeüe 6 von oben eine 

nihero Angabe darüb«r, wo die EulenK^e Gleidrang r(^) =^yilit sidi 
soerst findet, desgleichen S. 175, Zeile 21 von oben, tro Wallis die 

Betafunttion zuerst untersuchte. Auf derselben Seite sollte Zeile 9 von 
unten erwähnt sein, da£s Euler die Betafuaktion zum ersteuuiale schon 
in Oomm. Acad. Pefawp. ad annos 1730/31 V, 36 — 67 bringt — In 
Anmerk. 156, S. 182 fehlt die Angabe, dafs Euler die erston 12 Ber- 
nonllifichen Zahlen schon 1739 in rnmm. Acad. Petrop. 116 — 127 
berechnete und benützte, femer soÜte ebenda bei der Formel 
(2 tn)! 

B =- 7~-,— j - auf Eulers Introductio in analysin infinit. Cap. 15 

und auf Coram. Acad. Petrop. IX, IfiOff vcrwipson sein. — Bei „Euler- 
scbeu Zahlen'* Zeile 14 von oben auf Ö. 183 ist endlich zu bemerken, 
dafi» Studniüka über ein Analogon ra denselben geschrieben bat Sits.- 
B«r. der bShmischen QeseUsoh. 1900. 

Mflnchen. A. t. Bbahmiiöiil. 



Digitized by Google 



Die Yerwandtschaft zwiBohea einer Geraden und ibnun 
Lotpnnkt in Besng auf ein Dreieck. 

Von Joseph Nguberg in Lüttich. 

DiMe Vertrandtoehaft habe ich nnteiwicht in der iVouoeKe Corre- 
sptnidance math^tudiqtte 4 (1878), p. 379—882; der befareflfonde Artikel 
trigfc die Übenefarift Star um« iranrfomiaiion des figairea und enfhalt 

die Lösungen der von mir vorgelegten einschlägigen Aufgaben III 
imd 112 {Ibid., t. II (1876), p. 189). Die interessante Abhandlung 
des Herrn Cwojdziriski über den Lotpunkt (Archiv (3) 1, 175 — 180) 
rechtfertigt eine neue Bearbeitung desselben Gegenstandes, welche meine 
ersten liesultate mit einigen Znsätzen wiedergiebt. 

1. Von den Ecken des i'uiidamentaldreiecks A^A^A^ fälle man auf 
eine beliebige Gerade m die Lote A^B^, A^B^, A^B^, und von den 
Fnfßpunkten die Lote B^(.\, ^2^4» ^i^^'s zugehörigen Seiten. 

Letztere Lote schneiden sich iu einem i'imkte dem Lotpitnlctn von in. 

Von welcher Art ist die VerwandtBchaft {m, Jlf)? Einige besondere 
i%!le geben hierttber die ersten Anlschlllase. 

Jeder Gleraden m entsiwicht nur ein Punkt Jf, mit Ausnahme der 
unendlich entfernten Oeraden , deren Bichtung unbestimmt isl^ und 
die somit jedmi in ihr enthaltenen Punkt zum Gegenpunkte hat 

Nimmt man für ni eine der drei Seiten des Gnmddreiecks, so 
findet man jedesmal für M den Höhenpnnkt folglich hat 
wenigstens drei Gegengeraden. 

Bei paralleler Vers<'liiehnng von m iu der Richtung vlj -ß, erleidet 
die Figur 3IBiB^B^ dieselbe Verschiebung; mithin, wenn sich m um 
einen festen Punkt im Unendlichen dreht, ist der dgenÜiche Ort von 
M eine zu m senkrechte Gerade; der volUtämiiye Ort begreift ausserdem 
die Oecude 

CO 

3. Bewegt sich l?i auf einer Senkrechten lu -Ij-lj, so verbleibt 
auch Jf auf Mj. Die Senkrechte m in auf Ä^B^^ umhfQlt dann eine 
Parabel welche zum Fokus und «i, sur Scheiteltangente hai 
Ich heieiclme mit «i oder srg die Parabeln, welche der Bewegung Ton 
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ttnf einer Seaikrediteii za A^Ä^ oder der Ton auf einer Senk- 
recfaien fsa J^A^ entsprechen; der Ort dee Punktes M ist abdann 
oder % 

8. Gehen die Lmien n^, n^, dnreh tiiien nnd deuelben Punkt M, 
80 ist die Gegengerade Ton M eine gemeinsame Tal^^te der drei 
Pambeln s^, %. FolgUcii «itsprMh«! einem Ponkte M drei Ge- 
raden m. Ich nenne diese Linien m,, fMy, Mg; sie können alle drei reell 

«ein, oder eine nur ist reell und die beiden iindoren, obschon imaginär, 
schneiden sich in einem reellen Punkte: Die Verwandtsche^ (m, M) 
ist einäreideutig. 

4. Der ümkreis des Dreiecks mim^ntt geht dureh den Btennpunkt 

jeder eingeschriebenen Parabel, mithin durch die Punkte A^, 
Mit anderen Worten, die Gegengeraden eines Punktes bildtti ein Sehnen- 
dreieck doB dorn Grunddreiedce umschriebenen Kreisea^ deesem Zentram 

ich mit 0 be/t^ichne. 

Die Leitlinien f/j, rL, von ?r. . rr., , t., kreuzen sich im Höhen- 
punkte des Dreiecks w^WjW,. //^ und if„ liegen o£fenbar sjm- 
meiriKch zu M. 

Oiebt man eine Gerade so findet mau leicht die zu demsdben 
Lotpnnkte M gehörigen Geraden m^. Mau suehe den Lotpunkt Jtf 
Ton m^f verlängere die Strecke M^ü am MSm ^H^M nnd laUe von 
iT«, snf t»! eine Senkrechte, welche die Kreislinie 0 in zwei (immer 
reellen) Punkten N^, N[, sdmddet; m, ist das Mittellot ein^ der 
Strecken H^N^, ^m^it ^ ^- "^^^ ^m^^- "-i ' ; ^io Kreislinie 
in zwei reellen Punkten N^, trifft, ist M auch der Lotpunkt der 
Gerftfl^n XiN.^, N^X^■, lieift w, ftufserhfilb des Kreises, so ist der 
«Schnittpunkt von zwei imaginären Gegengeraden des Punktes M. 

5. Betrachtet man die dem Dreiecke eingeschriebene 
Parnl)elschar, so ist der Büschel der Leitlinien symmetrisch kongruent 
mit dem Büschel, welcher die zugehörigen Brennpunkte ron einem 
festen Ptmkte <)<-r Kreislinie 0 projiziert: de?»?' der Leitstralil <les 
Punkt»'s w.,)}i^ und der durch diesen I'uukt gezogeue Durchmesser sind 
symmetrisch zu der Ilalbierungsliuie des Winkels »1,^2- Hieraus 
folgty dafs die Richtung der Leitlinie und der Brennpunkt sich gegen- 
seitig bestimmen. Wenn andi M seine Lage ändert, so gehört doch 
an jedem Punkte der Kreislinie 0 als Brennpunkt dieselbe Bichtang 
der Leitlinie, weil dies so ist fiBr die Punkte A^, A^, A^. Nun ist A^A^A, 
das G^gendreieck des HShenpunktes if«; folf^ch ist die Leitlinie jeder 
der wwahnten Parabeln parallel ko der Simsonschen Linie seines 
Brennpunktes in Bezug auf das Dreieck AiAfA^. 
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Lassen wir jetzt J/ auf einer gegebenen Geraden n iortriickeu; der 
Punkt gleitet alsdann auf einer zu n parallelen Geraden d. Die 
vendtiedraen Paiabelsduuren, welche dem vei&iderliclieii Dreiecke 
m^m^tn^ eingeaohriebeii sind, luiben eine gemeinaune Earre, nSmlieh 
die Parabel m, wddie d zur Leitlinie hat; denn d bertimmt den zu- 
gehörigen Fokus, Hieraus folgt der Sata: 

Bewe0 M M auf ekier hdicbigm Qeradm n, so vmhäBm die 
Gegengeraden eine Ptarabd n, deren LMrne d eu n pardUd isL 

im ni eine Kurve U der Klasse i> umstreicht, ho bewegt sich 
der Lütpuukt M auf einer Kurve V der Orduuug 2v. Denn die 
Sehnittpnnkte der Knire V mit einer Geraden ti entsprechen den 
Tangentefn von V, welche auch die der Geraden n entsprediende 
Parabel ar berOliren. 

7. Im besondem, wenn m sich um eiaeu testen Punkt P dreht, 
so besehrMbt der Lo^unkfc M einen Kegeiaehnitfc TF. Wie adL<m Hetr 
OwojdaiilskL bemerkt hat, find^ man unmittelbar die aeehs Punkte 
dieses Ortesj, welche den zu den Seitoi des Grunddreieckee senkrediten 
oder parallelen Lag«i Ton m entsprechen: es sind die Plrojektionen 
P,, P,, P, von P auf die Seiten, und die Punkte Q^, Q^, Q^, welche 
man erhalt, indem man nnf len Hr»hen die Strecken H^Qi = P,P, 
jf^^Q^ ^ p,p, H^Qs^P^F abträgt. Der Mittelpunkt von W halbiert 
somit die Strecke PB^. 

Ist P das Zentrum des Umkreises, so wird TF der Feuer bachsche 
Kreis ') Für keine andere La^^»' von F kann W ein Kreis sein; denn 
der Kreis J\I\P^ hat Tinm Zeutrmn die Mitte der »Strecke zwischen 
dem Punkte P und seinem Winkelgegenpunkte. 

8. £s sei jetzt P ein Punkt der Kreislinie 0 und seine FuTs- 
punktlinie in B(»7ug auf Juä Gniutldreieok. Der '/u P «gehörige Kegel- 
schnitt W entartet in die doppelt zu zählende Gterade p. 

Umgekehrt, wenn J\I die Linie /) dnrphl;hift, so entartet die zu- 
gehrtrige Parabel :r (i; f)) in den Punkt P und den iiichtungspunkt 
der Senkrechten xu p\ denn, da p den Abstand H^^P halbiert, ist die 
Leitlinie die durch P zu p parallel gezogene Gerade, und der Breun- 
punkt ist P selbst. Das Dreieck mim^m^ besteht jetzt aus eiuer Senk- 
rechten ZU p und zwei tou P ausgehenden Geradm. Ein oben (§ 1) 
erwähnter Satz kann jetzt so Tervollsündigt werden: 



l) l>ie»er Öat?. ist zuerst von Herrn Soona (Tirlemont) ausgesprochen wonieo 
(IfKäiens 8. 67). 

7» 
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Für paräBde haugfs^ wm m ist der Ort des Lotpunktes eine /tu m 
senkreekfe Gerade p; ändert mm die BieMmg vm m, so erzeugt p eine 
Steinersdie J^jpot^doide. 

Eine beeondere Beaehtm^ verdimt der Fall, wo M eine Seitey 
z. B. A^Ä^, des GnmddreieekB dnrdiliiift; eine Gegengerade ist dann 
die Senkrechte in Jf su A^Ä^, und die baidflu anderen «chneiden aidi 
im zweiten Endpunkte dee BnrduneaMn ^ 0 des Umkreiaes. 

9. Wenn der Pnnkt M eine Kurve V Ton der Ordnung ft dureh- 
liufl^ 80 ist die Enreloppe der Gegengeraden m eine Kurre ü von der 
Klasse 2(1. Denn die Geraden m, welche jetzt durch einen gegehenen 
Funkt P gehen, entsprechen den Sehnit^nnkten der Kurve V mit dem 
zu P gehörigen Kegelschnitte W. 

10. Ich werde noch kurz meine «jntfaetisclien Untersnchnngen mit 
den Gkidiungen des Exxm Cwojdzintki in Zusammenhang bringen. 

Die Gleichui^ der Gerade m sei 

K^z^ + K^z^ + AVj - (», 

und man setse 

« = iC^ + -f AI - 2A',A, cos - 2Z,A', cos ^ - 2Kj^I^ cos J,. 

Alsdann ^ind 2aj, 2u^, 2a^ die partiellen AbleitnngMi der Funktion« 
nadlL A', , h\, A,; die Gleichung ««»0 stellt die un^dlich entfeniten 
Krpispunkt«' dar, und man kann «j, cc^, cf., ansehen als die Koortli- 
uatcn der l\iebtiinespunktt' der Sonkrccliten zu nt\ in Liuienkoordinaten 
repräseutieren diu Glcirhuiitjfn a^ ^0, Oj = 0, «j = 0 die Richtungs- 
punkte dor Höhen yl, H^, A^U^^ A^^a' Koordinaten des Bichtungs- 
piiuktes von m sind: 

^^^A^sinyl,— A,siuJj,/^„A,siu^i— Ajsin^if/^f^Ajsin^— J^siiuli, 

und die Tangential|^cliungeai /S^^O, /i^ — O^ gehdren zu doi 

Bichtungspunkten der Seittn AfA^, A^A^, A^A^. Die Gleichungen 
der Geraden B^C^f nehmen jetzt folgende Gestalt an: 

Dieses sind ;nieh die Gleichungen der Parabeln a-, . jr«, in 
Linienkuürdmatc'u, wenn {Sy, s^) die Koordinaten eines testen Punktes 
M sind. Die aus (I) abgeleitete Gleichimg 

(O) AjA^iT^ sin + A,A,i^ sin A^ + AiA,i/, sin ^ = 0 

bezieht sich auf eine Parabel^ weldie den zwm Dreiecken A^A^Ap 
m^m^m^ eingeschrieben ist; die Leitlinie ist H^M, 
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Die Fomdn (t) k&men ancli so geedirieben werden: 

man kauu liior /7, , H^, i/j als Koordinaten des Punktes in Bezug auf 
die Höhe« JIA^, IIA^, HA^ ansehen. 

LSst man zwei der Oleiehmigen (I) nach z,, z^, xr,, so Irommt: 

tfr, = fii(Ä\ COR cos " cos Aa ~ A3 co.s A^), 

= ((^{K., cos COH .1, — K,^ cos ^i, A', COH 

«Ä, « «ts(i^s ^ A^Go&A^ — iCj cos — cos A^)f 

wo ein Proportionalitätsfaktor ist. Die Klammern, gleich Null ge- 
setzt, repräsentieren die »weiten Endpimkto der OorebmeMer A^Of 
A^Of AfO des UmkreiMs. 

11« Aneh die Lotpunktgerade des Tollstandigen Yierseits läfst eidi 
leicht aus den ohigen £ntwickelungen ableiten. Iii nämlich mitn^m^ 
das Gegendreieck des Punktes ^f, so giebt es eine diesem Dreiecke 
und dem Gmnddretecke eiTip^p chriebene Parabel, welche die Gerade 
H^MU^,^ zur Leitlinie hat. I^cnnt man jetzt a^y a^, «3 die Seiten des 
Dreiecks A^A^A^ und eine Gegengerade des Punktes, so hat man 
den Satz: 

Wenn man vier Germlm a^, a^, a^, gicU, so befindet !>irh ihr 
Lotpunkt von jeder dieser lAmm tn Bemig auf das durch die drei andern 
0dmieDreie(^mtf der Leiainie der die vier 

Ltittich, 22. Mai 1901. 
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über die Klassifikation der Knnren und Elttehen 

zweiten Grades. 



Von G. KOEHLER in Heidelberg. 

(FoitBetcuiiK.) 

5. Ktnteilumj tler Flächm gweiter Ordnung. — Zur fro^ktwen Ein- 
teilung der durch die Gleichung 

(8) fix, x) a,AX,x* = 0 

gegebenen Fläche dient uofaer dem ßaug ihrer Determinante Ä 
die Reihe 

(T) Ä, Aktauf Ätt,ii, 1, 

im dar i, l unUer dm ZcMen l, 2, B, 4 so gewätiU werden 
tdüenf daß tftiv tmdm naHäerm GUeder su^ßeid^ vervdmindm und 
außardem Xjtt + O ist ßr q(A) — 1. 

Dies ist immer möglidi, wenn ff(A) < 3 istw Denn nach Nr.S UiTst 
sich die BeOie 

(Tk) AkkOitf Ä^^,lt, 1, 

falls q(Ah) < 2 ist, stets so aufstellen, dafs ihre beiden ersten Glieder 
nicht zugleich verschwinden. Wäre aber QiÄn) = 2 für Je = 1, 2, S, 4, 
Bo niüfsto nach <lprspl>)f»n Nummer flio Flache die vier Seitenebenen St 
des Koordinatentetraeders m je einer Doppelgeraden achneiden, also 
eine Doppelebene und somit q{A) — 3 sein. 

Wir /»'icren nun, dalK die projektive ResehnflPenlK it der Mäche aufser 
von q{Ä) nur von der Anzahl w{A) der Zeichenwechsel der Reihe (I) 
abhängt. 

Es sei zunächst Q{A) == 0, also (b) eine nicht entartete Fläche 
und \ yz \ ^ \ VW \ eine beliebige, sie nicht berOhrende Gerade; dann 
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schliefsen wir uns GleirhniiLi: (14a) nnmittelfjar, daik für .1 > 0 diese 
Gerade stets zugleich zwei reelle Berilhriiui^sebenen und zwei reelle 
Flächeupuiikte, bezw. zwei imagmare Beriiiiruugsebenen und zwei ima- 
ginäre Flächenpunkte trägt, die Fläche selbst also geradlinig oder 
imaguiir nia muTs^ dftfii dagegen ffir il< 0 die Ctewle | ijz \ entweder 
swei reelle BerfihnuigMbeiuui oder swei reelle FlSehenpunlcte trägt^ die 
fliehe adbrt aleo reell, aber nidit gwadlinig ist*) Für ^>0 ist 
aber die Flifdie geradlinig oder imaginir» je naehdem ihr Schnitt mit 
einer beliebigen Ebene, alto auch mit der Eoordinatenebene reell 
oder imaginär ist. Nadi Xr ist das erstere oder das letztere der 
Fall, je nachdem die Reihe Zeichen Wechsel aufweist oder nicht, 
d. h. je nachdem die Reihe (7*) /.wei oder keinen Zeich'^nweehsel besitzt. 
Für ^4 < 0 dagegen zei^t (7^) innii* r einen oder drei Zeichen Wechsel. 
Die Fläche ist somit für q{ä) — 0 imaifiniir, geradlinig oder nicht- 
geradliuig, je uachdem tr(A) ^ 0. 2 oder 1,1^ ist. 

Ist q(Ä) — 1, so geht die Reihe ( 7') in (T^) ül»er, lani üire 
Zeichenwechsel gehen nach Nr. >i Auskunft darüber; ob die wegen 
^j^j 0 nicht entartete Öclmittkurve der Fläche mit der Ebene reell 
oder imaginär, ob elso ^ef durch (8) datgestellte Kegel selbst reell 
oder imaginär ist 

Für q(ä) = 2 endlich ist das durch (8) gegebene Ebenenpaar 
zugleich mit dem Puikte/Miar, das es wegen An^u -f 0 mit der 
Geraden | S^S^ \ gemein hat, reell oder imaginär; man erkennt also 
wieder direkt ans den Zeidienwechseln Ton (2)^ weldier von beiden 
Fillen eintritt) 



1) fficniit iiad, wie beiUinfl|r bemerkt wecdee aoll, aacb die beiden folgenden 
bekennten 8&tze bewiesen: 

Zwei windschiefe re/.iiiroke Polaren einer prerndlinipen Flilche zweiter Ord- 
nung i^cbneiden die Fläche entweder beide reell oder beide imaginär, und es 
geben entweder durch beide swei reelle oder durch beide swei imaginäre Be- 
rOhmngiebenen. 

Von zwei windschiefen reziproken Polaren einer nichtgeradlinigcn Flilche 
zweiter Ordnunj» Hchneidet ntets* <He l in»' ilie Flilrh«» reell, die andere imaeinilr, 
und CH gehen durch die eine zwei imaginäre, durch diu andere zwei reelle Be- 
xflhrungsebenen. 

S) IBnxeUshend, aber nidit Betwendig, um eine Fläche zweiter Ordnung ab 
reell zu charakterisieren, ist folgendes Kriterium: W. nn in rler Reihe der Haupt- 
unterdeterminanten -^kk- -^tk ir "^ii "^'^ vt is< h\viti<it t , dem mindeatena 
ein nicht verschwindendes Glied vorangeht, so ist di»- Flächt; immer reell. 

Ißt nämlich =4» 0, so besagt JL^^^j = 0, bezw. .^j^^j^ = 0, dalia die Ebene 
8i^^ beiw. die Oeiade | 8i,8i \ die Plftche beydhrt, irilbie&d ihr fOc * 0 die 
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Denmaoh ist die Flache zweiter Ordnung fttr 

1) QiÄ)^0 und 

<t) u'(A) ^ 0 eine imaginäre nicht entartete 

ß) w(Ä) = 2 eine geradlinige nicht entartete flache, 

y) «(Ä) 1, 3 eine nichljgeradljnige nicht entartete Flache^ 

2) q{ä)^1 und 

«) tc{Ä) = 0 oin inm^inärer Kegel, 
ß) w{Ä) =^1,2 ein reeller Kegel, 

3) q(ä) - 2 nnd 

tt) w(Ä) — 0 ein imaginaTeB Ebenenpaar, 

ß) io{Ä) = 1 ein reelles Ehenenpaar, 

4) (f{Ä) — 'd eine (immer reelle) Doppelebene. 

Damit ist die projektive Einteilung dieser Flächen Tollzogen. Ihre 
metriat^ Einteilung fallt xosanunen mit der ptQjdsUtm Einteilung ihrar 
Sehmttkurre in der Ebene und ist somit nach *Nr. 5 bestimmt 
durch und w{Q), wo 



V 



«11 


«IS 


«IS 


«« 






«SS 






'h 


«15 










«14 




«34 


«44 


- «4 




& 


& 


Ha 


0 



und der Wert von «9(0 ans der Reihe 

(ß ") ^IV**,"» ^**, 1 1, g, », 4) 

£cke Ni des Koordinateutetraedere angehört u. s. 1. — Es sei gestattet, ün An- 
leUnrB hiernn ein Udnw Veiseheii in der Abhandlung von Brtlekel <1. c. 8, 816, 
Jbunerkimg 7) ni berichtigen. Dm Yenchwuiden eine« ^^k^n ^ f^SA hin- 
reichend, um ein Pu«llelebaienpaar nis raell in eiwmwn, wie das Beiipiel des 
inagiiAzen Ebeoeopaue« 




«eigt, Är das .in,« •^ii.n — -^n.«« ~ 0 »■*• — 0 besagt nur, dab 

die immer xeeUe SfthwitHinie des Ebanoapaates durch die Tetiaederkaate 
j S„Si l geht. 
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va eniaehmm iat Der fläche gehSii demnieh an f&t 

1) 9{Q)~0 und 

ff) w(Q) — 0 eiii iAiginiMr uneigentHehfir Keg^ebnitl^ 
ß) ^i^iQ) — 1; ^ reeUer imeigeintiicher Kegeladmitt, 

2) q{Q) ^ 1 und 

a) ivi Q) = 0 ein imagmäres uneigeutliclies Geradenpaar, 

ß) ^{M) i ^»11 reelles iineigtiutliciie» üeradeupaar, 

3) (f{Q)'^2 eine nueigeiitiüche Doppelgerade 

4) ff(Q)mt9 die uneigenliiclie Ebene. 

Hiexnaeh giebi Tabelle III (S. 108) die gesamte EinieÜimg der 
Flächen zweiter Ordnung.*) 

6. EkUäkuig der Kurve» gweüer Klasse. — Tat 

(20) 9>(tt, tt) ~2 iHkUiUit - 0 ' • * 

die Gldchong einer soldien Knrre, 

A-|«a| 

ihre Determinante^ ao erhaltm wir ihre projektive Einteilung nach dem 
in der Ebene giltigen ReziprozitatageeetB ans Nr. 8; sie iat aomit dnreh 
p(A) und duroh den aua dar Btthe 

(P) Aai<, Akkf 1 Ui 3) 

1) S. AnmerknofT l S 31. 

2) Ist die Fläche ;8) auf ein Kootdinateoteitaeder bezogen, dewen Seite 
«4^0 die nnendlich ftrae Ebene isti lo lind die Betrachtungen von Nr. 8 nnd 
Nr. 4 für ihre Klaedfllcatioa entbehrlich. Zur prcjektiveti Einteilung benutzt man 
daun fBr ((^) «i» 0 itatfc der Gleichnng (14 a) die bekannte Detenninantenielation 

au8 der sich dieselben Schldsee wie aus jener rieben laBsen, da einereeitR 
""^tk tt ^ ^ nachdem auf der Ocraflon t ^/.S^ | 7.wri ri^rllo oiior r.wei 

imaginäre Flächenpunkte liegen, andrerseitH al»er, wie »u« der Darstellung der 
Fläche durch die Gleichung i\u, u) = 0 folgt, A^i^Aii — Ali <C oder >• 0 ist, 
je nachdem durch die Gerade | S^i^ | swei xeeUe oder zwei imaginfice BecOhnuigB- 
ebeaea geben. Dia mOrkdu Einteilung der Flftdie aber ergiebt rieh, da daiitt ihre 

SohmttknrTe mit der Ebene dardi die Qleiehiing^l'a^i^«!«^^ o [i, i. s. 9 

gegeben iet, nadi Nr. 8 direkt ans dem Wert von ^ (J^J and dem aus der Beihe 

zu be8timiuf'iul«n Werte von w(A^^). Für fine Fliiclu', die auf ein Kartesische» 
Koordinaten.^ i/sfrw hezo'^cn ist, tritt also in der Tabelle an Stelle von nnd 
die Reihe (JA"") an äteUe der Reihe (&'")■ 
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zu entnehmendeu Wert von w{A) beBtimmi Die Kurve ist also für 

1) p(A) - 0 und 

o) w(A) = 0 ein imaginärer Kegelschnitt, 
ß) w(A) ^i, 2 ma x«eUer Kegelschnitt, 

2) ^(A) » 1 und 

«) «»0 ein imagüü&rae PimktepMr, 
ß) *^{^) ®^ redles PonktepBar, 

3) p(A) = 2 «'in (immer reeller) D(»iipelpimkt. 

Die metrische Einteilung hiingt^ so lange die Kurve nur als Stralden- 
gebilde betrachtet wird, alkin ah von df-r Stellunfj, wek-lio die Gerad*' 
(j^ in Bezug auf sie einninmii Wir haben demnach nur zu unter- 
scheiden 

1) Kurven, denen nicht angehört^ fUr die also (p{(j, q)^0, 

2) Klirren, denen als Temgmte angehörl^ für die alao ^{q, q) ^ 0, 
aber ^p(g, »)=|=0»), 

3) Kurven, denen als singtdäre Gerade angehört, d. h. für die 
fp(q, ti) = 0 ist 

Wenn wir aber oudk die mkundSren Elemente der Kurve, die 
KarvenfNNifcfe, mit in Betracht xielien, so ist die Emteilnng noch su 
vervoUsföndigen. Denn dann liann es imter den e^nUidien Geraden 
der Kurve solehe geben, die einen unendlich fernen Kurvenpunkt tragen, 
die also vor den übrigen eigentlichen Geraden derselben metrisch aus- 
gezeichnet sind. Nennen wir eine eigentlidie Gerade, welelio die Kurve 
im Unemüichen herührt, eine Ä^ffmpfofc*) derselben, so lüliigt somit ihre 
metrische Einteilung aui'sor von der Stellung, die g^ zu ihr eiimimmt 
und die immer das liaupteinteilungsprinxip liefert, noch ab von dem 
Yorhaudeuseiu und der Beschatfenheit ihrer Asymptoten. 

Diese weitere metrische Einteilung ist in den Hillen 2) und 3) 
sehen durch die projektive Einteilung der Enrve ecledigt und beein- 



1) Da 9(9, u) — ^«a^/ji ^ ^ TiC^)", i«ti bedeutet tp(q, «) 0, dad 

uicbt alle q>i(q) = 0 aind, dafs also keine „singuläre^' Gerade der Kurve ist, 
während ^(y, u) _ 0 aU Biogulärc Gerade derselben charakterisiert. — Ebenso 
ist fdr eine Ftteh« sweitnr Klame eine „singtdftre*^ Ebene, wem 7(9, «) = 0 ist 

2) Ebenso soll im folf^euden nntcr der Asymptote nebene einer Flilche zweiter 
Klane eine eigentliche Ebene, die die Fläche im ÜHendlUAen berührt, und unter 
dem Asynijptotenkegel derselben die Gesamtheit ihrer Asymptoten (;&eN«» ver- 
standen werden. 
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ttuTst deshalb die Gesamteinteilung nichi Im Falle 2) nämlich hat 
die Kurvf^ für pi A) = 0 keine Asymptote, für p(A) = 1 einen Parallel- 
Btrahlenbüschel reeller Asymptoten; im Falle 3) hat sie filr p(A) = 1 
zwei Parallf'lstralili/nbfiseliel von Asymptoten, die reell oder itiiaf^iniir 
sind, je nachdem die K'eihe A^^, 1 Zeichen Wechsel besitzt oder uicht^ 
für ^(A) = 2 aber t ineu Parallelstrahleubüschel reeller Asymptoten. 

Im Falle 1) dagegen, in dem die Kurve imaginäre Asymptoten, 
ß) reelle Asymptoten, y) keine Asymptoten betiit^u kann, müstieu wir 
a) und ß) Bodi mefainsh trauran; detm di«M ElUe kdnneii beide bei 
einem reellen E^^elBehnitl^ alao l&r (»(A) 0 und »1,3 eintreten, 
niOirend f) immer und nnr fOr A ^ 0 eintritt Ld; aber ^(q, 9) + 0 
und p(A) => 0 und eind ^ = ^^(g) die Eoordinet«! des Mitfcelponktee 
der Kurve, so folgt aus der za (3a) reziproken Gleichung"), wenn 
4>(x, x) die adjungierte Form von ^(tt, m) bedeutet, dafs ihre Asymp- 
toten imaginir oder reell sind, je nadidem 4>(|, g)> oder < 0 isi^ d. h. da 

*ii <*u «"u ~ 9i(s) I 

I 

«11 «%a "~ ^(q) 

«« «M «M 

*Pi(jl) 93(9) 0 

je na<*h(lejii A^j^y, oder <0 ist. 

Fiir tüe metrische Einteilung unserer Kurve erhalten wir somit 
folgende Kriterien: 

Die Emre tragt Ittr 

1) tp(q, q ) f " und 

(c) Ag i//, 7)><' ff^ Tiicht, aber ein imaginäres Asymptot<^npaar, 
ß) ä)<ü nicht, aber em reelles Asymptotenpaar, 

y) A — 0 weder g^, noch Asymptoten, 

2) 42^) * 0 und ^»(g', ti) =^ 0 als Tangente, 

3) 9>(^i»)=iO als singulSn Gerade.") 



(21) 0(6,0- 



-A9(«,g), 



1) B. iiXH'h Anmerkung t) S 1'5. 

'2) Man könnte die unter 1) und 2) fallenden Kurven auch nach dem K&ng 
und Vorzeichen der iu c^l) auftretenden Determinante 



f— 9^4}\ 
eintefleD. 8et«l man nimlicli 



3) 



qp({% W) <p{w, tc) I ' 

WO » und tp zwei beliebige durch den Mititelponkt 4 <ier Kurve gehende Gerade 



Digitized by Google 



100 



C. Kokhlek: 



Hiemaoh ergiebt sich fdr die OeminteiiiteUiiiig der Kurren zweiter 
Elaase TabeUe 11^} a 107. 

7. EmkUunff dar Beruknmffsk^f hone. 'C^inder ehur JFTäefte gweiter 
Klasse. — Es sei 

(22) v(«,u) /^«„f.,«,-0 (-„-V ^*-i.t.i.*) 

die Uleicluiii^' oiner Fläche zweiter Klasse und A— cc-^] ihre Deter- 
minante, (lann küiuien wir mit Hülfe des im Räume ^Itigen Re/ipro 
zitätsgesetzes die projektive Einteilung des Kegels, tler die durch den 
beliebig gegebenen Ratunpunkt y gelnoiden Ebenen der Fli&che enÜiSlt^ 
direkt ans Nr. 4 entnehmen. 
SstEOtt wir 



(23) 



«^1 


«It 


«« 


«14 




«II 




«1« 


«M 




«»• 


«n 




«M 




«1« 


««14 




«44 




^1 






»4 


0 



sind, 80 ist durch Rang imd Vorzeichen von $ die Anzahl urul Beschaffenheit 
der durch den Mittelpunkt gehenden Tangenten der Kurve, die aber nicht inuuer 
Asymptoten in dem oben angegebenen Sinne and, bestinnnl Nnn ist necb den 
Qleichmigeu (3 b) und (7), wenn num in ihnen Punkt- nnd Linieukoordinatcn 
vertauhcht, l!* = C uihI p fj'; =- (i'C); man erhält somit, wenn man (r C ■ aus- ilfr 
Reihe 0, 1 bestimmt,, iblgende, mit der Einteilung der Kurven zweiter Ordnung formal 
htmer «b die obige abereinetinunende metriache Süntoiliuig: Dio Knrve bwitst fttr 

1- 9 (a. -1- 0 ond 
1) — 0 ond 

er) w(0) -> 0 ein imagiaftm durch den IGttotpiinktgeheBdes Tangeatenpear, 

A '1 «ia teeUes doich den MitieliMinkt gdteade» Taagentoapear« 

S) ((D) » 1 eine (doppeU sn xttblende) dnieb den Hittelpunkt gehende 

Tangente, 

3) 9(0) — 2 einen Hibchel von Tangenten durch den Mittelpunkt, 

Ii. ip({|, w) 0 als singulare (Jerade. 

Diese formale Übereinstimmung würde aber i rkuuft mit «Icr Durclibrt'rluinf» 
dea metrischen Uaupteinteilungsprinsüp« für die Kurven zweiter Klasse; denn ea 
wlifde %. B. die Abteilung I 2) die Favabel und das eigenttiehe Ponktepaar ent- 
halten, also zwei Kurven, zu denen nicht dieselbe Stellung einnimmt. Es liegt 
eben in tler Natur des Prolileins, liafs dir- ix'/rrVr/'c Einteilung der Korvon zweiter 
Klasse anders ausläUt als diejeuige der Kurven zweiter Ordnung. 

1) Wenn die Gerade die Seite fl^ >- 0 des £oordiBatendi«iecks bildet, 
iit g, 0, 4^ 0, = 1. Ea tritt also, fUla die Knnre anf ein farteMcftM 
K'VirdineOeiu^tfm belogen i»t, o^, an Stelle von 9(2, ^ und 9t{u) ui Stolle von 
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und bestimmen ic{Y) aas der Reihe 

(P') YYMk,it, Ikä, 1, (»,l-l,»,>,4) 

80 ist dieser Kegd fftt 

1) . 0 und 

a) «ff(7) »0 ein imaginSrer nicht entarteter Kegel, 

ß) {(;(F) — 1,2 ein redler nicht entarteter Kegel, 

2) q{Y) = 1 uud 

cc) »<?( Y) = 0 ein imaginäres Öeradenpaar, 

ß) u'{ Y) =3 1 ein reelles Geradenpaar, 

3) ^(y) — 2 eine (immer reelle) Doppelgerad^ 

während ihm und also ftüoh der Flache fÖr 

4) q{Y)='B alle Ebenen des Pmiktea y angehören. 

Anf demselben Wege gewinnen vir aus Kr. 4 daa fttr die nun 
Tonnnehmende metrische Einteilung verwendbare Kriterium: Je nachdem 

^'-ci -:) 

> oder < 0 ist, trägt die beliebige durch y gehende Gerade i yz zwei 
imaginäre oder zwei reelle Ebenen des Kegels. 

Von einer metrischen Einteilung des Kegels kann natürlich nur die 
Rede sein, wenn 4er Ponkt ff im Umn^dien liegt, in welchem Falle 
wir den Kegel — auch wenn er entartet — einmi OjfUfider nennen 
wollen. Es sei also jetat y ein nneigentlichor Punkt und 

1) fpiSfO) ^= 0, d. h. die nneigentUche Ebene keine Ebene der Flache 
(22) und somit auch keine Ebene des Gjlinders. Dann «rgiebt sidi 
wie in Nr. 6, daTs in diesem Fall eine weitei« Einteilung, die sich auf 

die Asjmptotenebenen des Cjlinders stützen mu&, nur noch für 
q{Y) = 0, alHo für den nicht entarteten Gylinder vorzunehmen ist, da 
für Y=0 keine der Gomdpii, in die der Cyliuiler diinii tiitiirtet, in 
liegen kann, er also dann keine Asymptotenehenen besitzt. Ist aber 
g(Y) = U uud üi^tpiiff) der Mittelpunkt der Fläche, der für (p(q,q)=^^^ 
ein eigentlicher Punkt sein inufs, so ist die Achse ! ?/r des Cylinder« 
eine eigentliche Gerade, und es gehen durch sie nach dem oben un- 
gegebenen Kriterium xwei imaginäre oder zwei reelle Asjmptotmebeneu, 
je nachdem 

-;^)>oaer<o 

ist^ d. h. da diese Determinante^ wenn man ihre mit q^, beiw. ^, 9^, 
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mvltiplizieTteii vier enten Eolomies isnr letasten addiert und die 

Qleichvoig ^q^y, — 0 berücksichtigt, gleich Y(p{(i,q) wird, je uachdein 

Yq}{q, q) > oder < 0. 

Wenn (piq, q) = 0, aber g>{q, it) dp 0 ist, so ist eino Bci-ührunge- 
eliPTic der Fläche, also eine Berührwngs- oder eine singulare Ebene dea 
Cyliiiders. Der zweite Fall tritt aber, so lange q^(q, k) 0 ist, dann 
nnd nur dann ein, wenn y der Mittelpunkt der l;'läühe^), also 
^t/i = = 1. ». ». oder 

ist. Ea bildet denmacli f&r 

2) <p(q,q) = ^\ aber (p{q, u) 0 und ' A^y.M,. 

die Ebene eine Berfibrnngaebene dea CjündeFs. Endlieb ist filr 

8) 0 «»^ w) 0 oder A^i/.". 

die Ebene f„ eine singulüre Fjl)ejip des Cylinders. 

Fassen wir die metrische Einteilung nochmals zusammen, so trägt 
der Cylinder für 

1) Vil, g) + 0 und 

«) Yq>{q,q)>0 «^iiicht,abereinPaarimi^^nürer Asymptoteneböien, 
ß) Yq>{q, q) < 0 oiebt^ aber ein Paar reeller Asymptotenebenen, 
y) Y^O weder i^, wtek Agymptotenebaieii, 

2) vi'itO)^^» als BertÜtmngaebene, 

3) y (m) 9 (gj») =Q <xi<f ^ ^ y yiO| ^ aingnlare Ebene. 

1) Obgleich die Gesumt irib^ilnng dar fUehtn zweiter KlaHse erst in Kr. 8 
folgt, darf dieser Schlnfs doch schon hier gezogen werden, weil dfr Znsnmmen- 
haog zwischen dem Grad der Entarttuig dieser Flächen und dem Jtang ihrer 
Datenninaaito, sowie da« BeaapcoritätsgesetK als bekannt votausgesetst wird. 
Ist 4^ämlich ^(A) = 0, so enthält als Berührungsc^ine <ler Flüche zwei (reelle 
oder iniagin&re) Erzeugende dersrllien. Liegt- nun der Punkt y. auf koiiipr von 
diesen, so entartet der Cjlinder nicht; li^ er nur auf einer derselben, m ent- 
artet der Cylinder in diese mid in die durch y gehende eigmäiAe Erzeugende; 
ist y aber der Sohnittpmikt der beiden uneigentlichen Enengenden, also der 
Mittelpunkt der Fläclio. ho traj^on clicrif alle Elicncn dos rylindfriJ, wird alwo 
erst dann eine singuiäre Ebene dcsBelben. Ebenso schlielst man, falls = l 
oder SS 3 ist Wenn aber ^(A) ^ 'i ist und der Fläche, d. h. einem Doppel- 
pmlcto aagehM, so ist diese Bbeae sebon fOr die FISebe singulOr; dieser Fall 
kann also bier nicht eintreten. 
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Wir erludteii Bomit Tabelle TI (S. III] für die ÖMBinteiiiteUiiiig 
QiiMreB Kegdfly bezw. Gjlindera und Etjban, wenn wir sie mit Tabelle II 
TeigLeicbeit, wie leiehi eiah die letzf»re in die erstere umwandeln labL 

S. EUdeüung der Flächen zweiter Klasse. — Die projektive Ein- 
teilung der Fläche 

(22) y(t4, u) " ^«ftMfWj " 0 •,*=». 8,»,«) 

eredilielaen wir nach dem im Räume giltigen BeziprorifätageaetB aui 
Nr. 6. Bedeutet vf(k) die AnzaU der in der Beüie 

(T) A, An«/,-, A*t,,,, 1 (.,*./ = 1,2,5, 4) 

aoftretoiden Zeiehenweeheel, so ist die Fläche sweitw filaaae fBr 

1) |»(A)«»0 und 

a) ic{A.) — 0 eine imaginäre nicht entartete FlSehe^ 

ß) w< A) = 2 eine geradlinige nicht enUrtete Kiiiche, 
y) ^r(A) ^ 1, 3 eine uichtgeradliiiige nicht entartete Fläche, 

2) ^(A) » 1 und 

«) fp(A) = 0 ein imeginirer Eegebehnitt, 
ß) w{K) =^1^2 ein reeller Eegelachnitt, 

3; Q{A} = 2 und 

a) tv(A) = 0 ein imaginäres i^nktepaar, 

ß) =° 1 ein reeUee Pnnktepaar, 
4) p(A) = 3 ein (immer reeller) Doppelpunkt 

Die metriadif Einteilung ergiebt, so lauge wir die 1 liu-he nur als 
Ebenen^<&h\\&e betrachten, wie bei den Kurven zweiter Klasse, nur drei 
Arten von solchen: 

1) Flächen, denen nichi angehört, d. h. für die 9(^,9) 4* 0> 

2) Flächen, denen t^.fäs B»iämmgs^bmt angehört, d h. fiir die 

<!P(?> 2) = ^ "nd tpiq, n) =^ 0, 

3) l;lächen, denen als süiguläre JEbene ai^ehört, d. h. fttr die 

9(g,tt)~ 0 

irt. 

Falls wir aber auch die Punkte der Fläche mit in Betracht ziehen, 
folgt wie in Nr. 6» dafe fOr ^{q, 9) 0 und ^(A) — 0 oder ^(A) - 1 
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dieae EiuteUmig nicht g«n1igt Ea mals dann noch festgesteDt 
Warden^ ob diff Asymptotenlngd der Ftödie nell oder imaginftr 
isi^) Nach Nr. 7 haben wir, um dies zu ent scheiden, in Gleichung (23) 
yf = tpf(jji) zu setzen und dann v?(Y) ans der Keibe (P') zn beetunmen. 

0 

8ü ist der Asyraptotenkegel imaginär oder reell, je nachdem »r(O)^0 
oder = 1, 2 ist Für <p{q, q) ^0 und (>(A) = 2 oder ^ 3, in welchen 
Fallen die Fl&che ein eigentliebes Punkt^Mar oder ein eigentliche 
Doppelpunkt ist, ist der Mittelpunktakegel der Fläche k«in Asymptoten- 
kegely und es mnls, da er sieh dann auf eine Doppelgraade, besw. 
auf einen EbenanUlndd reduaieri, ^(C) ^ 2, beaw. — 3 sem, die 
Reihe (P") also illusorisch werden, was wir durdi = 0 be- 

liehnen wollen. 

Demnach ttSgt die FÜMshe fllr 

1) 919>«7) + 0 und 

u) u'(£l) = 0 nicht, über einen imaginäron Asymptotenkegel, 

ß) tc(£l) — 1, 2 nicht, aber einen reellen Asymptotenkegel, 
y) = 0 weder noch einen Asymptotenkegel, 

2) q) — 0 und u) =|= 0 als Berübrungsebene, 

3) 9(9, tt) = 0 £. als singulare Ebene. 

Ans Tabelle IV (S. 109) ergiebt sich somit in allen Fällen die 
projektive und metrische Beeehaffsnhett jeder Fläche sweiter Elasse, 



1; Dafs dieser A«;mptoteukegel für ^ (A) === 0 nicht eatartet, für Qt^\)=^l 
aber in swei eigentliehe (Gerade lerfiUtt, bnuKdit bei der metrischeii Einteilniig 
nicht mehr lKnlcksichti^'t zu wwden, «la dieM beiden FBlIe schon pragdctiT Ton 
einander geschieden »iud. 



Bilden wir also aus der Determinante 



«II 


«I« 


«IS 


«14 




«« 


«» 


«14 


«1» 


«n 


«ti 


«S4 


«14 


««4 


«<t4 


«44 



9>M Ptis) 94(7) 



die Reihe 
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Bobttld ihm Gleichung in einem beliebigen Koordinfttansytem ge- 
geben ist*) 

Heidelberg, den 30. Jnli 1901. 



1) Wenn die Ebene » 
oammennint, also 
Ferner ist dann 



0 dM Eoordinatentetraedere mit der Ebene zu- 
»0, a.— 1 irt, wird nnd 9(«.«>— 



"11 
«»I 

«14 
«14 



«It 

«S4 
««4 



«M ~ «M 

•^it f»4 ~ %4 

•^»4 «44 — «44 
«»4 «44 0 



™* O*» At»«^» C*»^« = A«j^ii«44 ^^l» ». I — 1, «» S; die Baifae (P") geht 
somit übtt in 



(P'") 



AA, 



Am<C»4 I * 



(1^ 1-1,9, 



dn wir lie nur tienntsen, wenn 9(9, ^ 



^ 0 iet, ebo dm Faktor im 



«44 -1- - — ' ~ -44 

GJitMl nntordrucken können, und da aursnrdfm, vrip Icirht zu zoigcn ist. 
für ^(k) = 0 und p(A) = 1, d. b. in den beiden einzigen Fällen, in denen wir für 
tt^^ 4° ^ ^ Gebrauch zu machen haben, k und { unter dm Zahlen 1, 2, 3 allein 
■teti so gewftUt werden kOnnen, dab ilire beiden einten Glieder nieht ragleieh 
verschwinden. Ist nilmlich (i(A) = 0, so kann nicht A,, jj = A,, = Ajj js = 0 

»ein, da hieraus folgen wi'inle, dafs die drei tinpiidiich ffriifii Knnt^ni des Koor- 
dinatentetraeders die durch (22) dargestellte nicht entartete Fläche berühren oder 
ilir gnns angehören müfsten, was oifenbar unmöglich ist. Ist aber ^(A) = 1, ao 
würden £e Oleielningen A,| » A„ A,, s 0 den in dieaeok Fall« dnieh (21} dar* 
gestellten Kegelschnitt als einen uneigentlicfaen charakterieieiren; ea mtUMe KHait 
gegen VorauHHHtzun^ 'P''/. — or^i -- 0 sein. 

Für eine Flüche /.weiter Klasse, tlie auf ein beliebiges cartesisches Koordi' 
fUtantifttem beaogen iet, hat man demnach in Tabelle IV 9(3»^ düsdi n^^, 
«) durch 94(1») sn erMtnn md w(0) ana der Reihe (P'") xu be 

Heidelberg, den Sl. Febraar IMS. 
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i. Klassifikation der Kurve zweiter Ordnung fix^x) ^^a^XiXf^ » 0. 
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ein 

iiuapiniires 
uueigent- 
licbes 
PaaktepMr 


1. 

inuipiiiiirf?! 
Kegel- 
leluiitt 


Ellipse 


imaginftrei 
Geraden- 
paar mit 
eigent- 
lichem 
Schnitt- 
punkt 




— 


1 


em 
reellpTi uti- 
eigentlichea 
PonktepAwr 




Hyperbel 




reelles 
Oeraden- 
paar mit 
eigent- 
lichem 
Schnitt- 
punkt 
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- 


ein 
uueigmt- 
UoEer 
Doppdpuitkt 




P&rabel 


imaginäres 
ParaUelen- 
paar 


reelles 
Parallelen- 
paar 


eigentliche 
Doppel- 
gttade 1 


2 




■ 

eine 
uneigent- 
lielie Gterftd« 


1 _ 






OeradttA- 

paar, be- 
stehend 

auR ^„ and 
einer 
eigent- 
lichen 

Geraden 


1 

Doppel - 
gezade 



q{A) — Rang der Determinante A = "ii"'!«*'«- 

((Q) Bang der durch Rändern aus A hemrgdienden Detenninante ^ — ^^^^ 

(q^ — Koordinaten von g^) 

te{A) >^ Anzahl der Zcichenwechsel der Reihe Aa^^ , A/^ i 1 , iQ der > und k unter den 
ZaUen i , 2 , 8 lo an -wRUen lind» dab «ie am loaindeitons ivei Oliedem 
bertelit. 

B Aniahl der Zeichenwechsel der Bdhe ^, 1. 
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n. KUBgillkation der Knm sweitar Klane 9>(«)tt)»^«ia<«,Ki — 0. 
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p(A: — Rang der Determinante A — ^ Kjj cCf^ce,, . 

to{A) = Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe Aa^-^, A^^, 1, die aus mindestens zwei Gliedern 
lieeteben mub (■. vor. S.). 
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über Imbteche KonstmküoiL«!!. 



Von K. Th. Vahlen in Königsberg i. Pr. 



Unter einer f^bkataniaf EonBtraktiouflaiifgabe kum man eine solehe 
yersielLam, die mit dem Lineal allein Idabar ist, oder anch eine solche, 
die, ohne tcanaseudent za sein, nnr Hne Ldsung suUUsi Dieee beiden 
Definitionen sind nnr in Bezug auf projektive Probleme gleichbedeutend; 
denn man kann z. 6. eine Strecke, die rational von gegebenen Strecken 
abhängt, im allgemeinen nicht mit dem Lineal allein, sondern nur mit 
Tiinoal und Zirkel konstruieren. Eine mit Linpal und Zirkel lösbare 
KouHtniktionsaufgabe kann nach Pniuelet \\m\ Steiner*) auch mit 
dem Lineal allein und mit einem ninzigen gezeichnet vorliegenden Kreise 
gelöst werden; eine solche Aufgabe heiTöt eme „4 uuUra tische", weil sie 
äquivalent ist der Konstruktion von Ausdrücken, die keine andern als 
qoedratisohe Inationalitaten enthalten. 

Entsprechend Terstehen vir anter einer „knhischen" An%abe eine 
solche, die iquivalent der Konstraktion Ton Ausdrflckai ist, die keine 
andwn InratioaalitiUen als Wniaeiln kubisch«' Gleichungen enthalten. 
Es ist aber unmittelbar klar, dafs dirjenigen Hilfsmittel, mit denen man 
die Wurzeln einer kubischen Gleichung konstniiwen kann, auch die 
Konstruktion der Wurzeln rediizibler kubischer Gleichungen, also der 
Wurzeln linearer und quadratischer Gleichungen ermöglichen Wir 
definieren daher allgemeiner eine kubische Aufgabe als eine solche, 
welche der Konstruktion von Ausdrücken äquivalent ist, die keine 
andern Irrationalitüteu als Wurzehi quadratischer und kubischer 
Gleichungen enthalten. Insbesondere gehören also die biquadratischen 
Gleichungen hierher; denn die Wuisel dner redusierten biquadratischen 
Gleichung mit der (geeignet ge^^üilten) kubischen Reeolvente 



r Poncelct: Traitt' des propridtes projpctivPK des figui'e«. Paris 1822. Sect. III. 
iirt. 361 l)is 3f)f) J. Sl» iner: Die geometriBcben Constractionen augpcfflhrt mittelst 
der geraden Lmie uod eint^ festen Kreisea. Berlin 1833 Werke I 6. 461. 



* — a«*+6i( — c — 0 wird durch 



+l/a - + dargeateUt. 
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Welcher Konstruktionsmittel man nßk bei knbischAn Auf^ben 
bedienen kuui, darüber äulki^ sich Smitli^'i wie folgt: On admet .. qae 
tout Probleme qtil n'a qne n Solutions et qui n'est pas fartUBoemdentaly 
ppnt se resoudre par des intcrsections de droites et de coiirbes de l'ordren. 
Et en e£Fet, la verite de ces theort'uies parait ileooulcr des premien 
principe» de l Algebre. Mais . . . il se presente un choix He methodes ...j 
ainsi Ton peiit faire dependre In Bolutioü de tout pmitieme cnbique 
Oll biquudrütique, soit des interäectious de courbes du troisieme uu du 
quatribme ordre par dee droites, eoit dee intersections mutnelles de 
eovrbes de eeoond oidre^ puisqu'on a la nlme dridence a^^rique 
de la gMralit^ abecdae dee deux meiiliodes. Or e'eet la demitee de 
ees deos rnftbodee qni parut la plus simple^ et qni a ^ jiute titra, 
pr^fiSrfe par les geometres. ÜDsi, Ton a ramen^ la rechercbe dee 
points d'intersection d'nne droiie par une conrbe du troisieme on da 
qnatri^me ordre a la reoberehe pliw eimple des pointe d'intersections 
de deux coniqnes, tandis qne personne, qne notis sachions, n'a suivi la 
marche iuverse, qui ä la verite seruit ptni naturelle. . . Nous demontre- 
rons (lu'en se servant de cette courbe uuxiliaire (une section coniqne 
domietj, un resout tous les problemes cubiques et biqnadratiqnes avec 
la regle et le compus seulemeut, eu le» rauienant^ pour ainsi dire, daus 
lea limitei de la geom^e fl^mentaire. 

Übiigene erwaiet sieb die Auflosong eniflir kubijch«! Angabe durch 
eine gegebene knbiedie Enrre und das Lineal aUein, wenn es sidi um 
eine metrisohe Anf^be bandeliy eis illnsorisck. So liegt es zwar auf 
der Hand, daÜs die Gleichung s^i^px + q durch die Kurve x*^jf und 
die Gerade ff px + q gelost wird, aber die Eonstmktion dieser Geraden 
erfordert im allgemeinen auch die Anwendung des Zirkels. 

Die Kegelschnitte betrachteten schon die Alten als die natur- 
gemäfsen Lösungsmittel für kul)isclu> Aufgaben, welche sie als „proble- 
nifita solida {:x()ußlijficcr« GriQtaf wohl unterscbieden neben die „proble- 
mata plana {nQoßXrfUaTa iniTCidocY^ stellten, die durcb Zirkel und Lineal 
gelöst wurden. Lnd mau verlangte sugai-, dafs nur bei Konstruktionen, 
deren LSsang mit ZiiM nnd Lineal nicht gelingt, die Kegelschnitte, 
und eist bei deren Uniulinglichlceit noch höhere Eorren. hinzugezogen 
wflrden.*) So ISste Menäehmns') die Aofgabe der Moltiplikatton des 
Wttiftls oder die Gleichung a, welohe froher durch Kurren dritter 

1) H. .1. S. Smith: Mcniüiro siir quelques problfracs cubiqups et biquadrati- 
qaes. Anikaii di Mut. O^j d, 112 — 166, tiü—'ii-z., Mom. cour. par l'Ac. de Berlin 

issa — Fepera n, p. 1. 

S) Papptts ed. Hnltsch I, S. 270,28 bie 378,4. 
S) Archlmedea ed. Heiberg HI, S. SS. 



Digitized by Google 



114 



E. Th. Vabirm: 



Ordnung gelöst wurde, durch ii^end zwei der dr«i Kjegelschnitte: x* — y, 
y'=ttx, xfj'=^ a] während ApollnniusM zn einem derselben (am ein- 
fachsten zu der festen Parabel a- — y) den Kreis x^+y^ — ax — y^O 
hiozunimmt 

Für die Trisektiou des Winkels teilt Pappus*) zwei Auflosungen 
durch Kegelschnitte mit, deren erste er den Aiteu zusichreibt. Mit der 
Unltiplikation des Würfels und der Trisection des Winkels ist aber 
die Auflösung jed« kabuchai und biqnadratieclien Gleichung, überliaupt 
jedes kobischen Problems gegeben.^) Denn, ist nnr eine Wurzel 
der Gleichung x*—Sax — 2b'^0 reell, eo wird sie durch 

Vb — g'-i- j - — — geliefert, erfordert also nur eine Kubik- 

wnnebmsziebiing ans einer mii Zirkel und Lineal konstoierbaren 
reellen CbSlse; sind alle drei Wurzeln reell, so ergeben sie sieb ans 

+ 2 Ya cos l tum cos — ^ , also dttreh Trisection eines mit Zirkel und 

it \ a 

Lineal koustruierbaren Winkels Aber auch bei komplexen Elementen 
ist (lies richtig; denn Quadrat und Kubikwurzeln aus komplexen 
Gröl'sen kommen auf solche iiua reellen positiven ürölisen und auf 
Zwei- imd Dreiteilungen reeller Winkel zurück. 

Diese Äquivalenz der beiden speziellen Probltjue mit dem all- 
gemeinen kabisohen kannten die Alten natürlich nicht. Aber andereiv 
seiis ISsten dieselben einige geometrisebe Probleme, welche anf all- 
gemeine (d. h. den allgemeinen äquivalente) kubische und btqnadratisdie 
OlMchnngen ftthrsn. So fthxi das von Archimedes^) durch Kegel- 
schnitte gelöste Problem: eine Kugel durch eine Ebene in einem ge- 
gebenen Verhältnifl an teilen, anf die kubische Gleiehnng ax*'^bf 
welche durch die Substitution « | ^ in die allgerndne redoainrte kubische 

Glaehong flbog^L Der von Archimedes angeknfipfte Diorismus ist 
also gleichwertig der Diskussion einer allgemeinen kabischen Gleichung. 
Ebenso ist das Apollonische'') Problem: von einem Punkte die 
Normalen auf einen gegebenen Kegelschnitt zu fallen, einer allgemeinen 
biquadratischen Gleichung und sein Diorismtis der Diskussion einer 
idlgemeinen biquadratischen Gleichung äquivalent. 



1) 8. ArcbimedeB ed Heiberg m, 8. 76; Pappus ed. Ruitsch I, S. 64; 
r. Tanuerj, BuU. d. sc. matb. (,2) 8 (1888) S. 323. 

2) L c. 8. m, MO. 

3) Dies bemerkt schon Descartes, 8. Geouetria (Amsterdam 1688) 8. M. 

4) 1 c. I S 215, in S. 162. 
6} K^eUchoitte, Buch V. 
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Die AttffiMmng solcher Probleme als Gleichuiigen findet sich, wie 
es scheint, zuerst bei den Arabern; diese lösen ancll die allgemeine 
kubische Gleichung a.r^+ 6.r + c = 0, aber nur ^»eKielle biqua- 
dratiselie Gleichungen durch Kegelsclmitte. 

Der nächste Fortschritt hierin wurde von Feruiat gemacht. 
Fermat -) löste die Hllgeraeinen kubischen mid biquadratischetiUleiehnngen 
durch eine Parabel und einen Kreis. Die Parabel ist bei seiner Auf- 
lösung sogar eine „feste'' j d. b. ihre Gleichung von der aa£iiuldsenden 
Gkichung nnabliängig. AImht Fermat hebt diesen Umatand nieht lierror. 
Mit Bewofstsein wurde die BeBcluftnkiiiig auf einen j^bsbem*' und be- 
liebigen Kegebchnitt und sogar auf ein endliches Stück eines solchen 
Ton Descartes ToUsogen, der, wie die Altm, die Kegelschnitte als 
nächst einfaches Eonstruktionsmittel betrachtet Descartes spridit 
den Sata aus*); 

Jam vero postquam compertum est Problema propoHitum psso So- 
lidtim; . . . potest Semper radix ejus inveniri per nliquam triuni Coni- 
carum Sectionum, quaeciinque illa tandeni sit; nnt etiiun per ip.sarum 
particulani aliquam, quantumlibet e:?ignam, nec utpiido uisi rectis lineis 
et circulis. Verum suffecerit reguiam generalem hic adducero, in- 
veniendi radices omnes ope Paraboke, quando quidem haec aliquo modo 
est simplicissima. 

1) Omar ^tU23), ML-moin- Rur Ics dt^monotrstioii« dei probltaM§ de l'algöbre, 
publ. et trad. par Woepcke. Pari« ISöl S. 46. 

2) Ad locos planofl ei solidofl isagoge. OeuvrM publ. par Tannorj et 
Henry, L 8. fl ipez. S. 107 = m. 8. M cpes. 8. 99. Dafo Fermat «liew 8elirift 
vor Descartes' Göom^trie publiziert hat, geht auH der „Eloge de Monsieur 
de Fermat, Conseiller au Parlement de Tmilotise" (l^ Journal des S^avants T 
[16C5] Amsterdam 167U S. 81) hervor, wo es heilst: „. . unc introduction aux Üeux 
plaat et «olidM; qm est «n tniittf aDaljtSque oonceiBKat Ja «dation des fwoUemes 
plans et solides, qtti avait eetä veu devaat qne M. Det'Csrtes eftt rien pabli^ ior 
ce aigei" 

3) 1. c. S. 86. Der t'ranzösieche Originaltext, 1637, des Descartes (die latei- 
msehe Übenetrang, «nte AnfUge iC49, nreite 168S, rShrt von Fraucisous 
van Schooten her) lautet: Or, quand on s'est assure que le problc-me proposu 
est solide, seit que IVquation par liKnielle on \c clifrche monte au carre de carr<', 
•oit qu'ellö ne monte que jusque» au cube, on peut totgours ea trouver la racine 
per raae dei trois Mctions eoniques, laqaelle que ce aoit, on mime par qnelque 
partie de l^Bne d'elles, tant petite qu'elle pniaae £tre, en ne se aerrant an reato 
que de liernef droiten et de cerclcs Mais jp mo coutenterai ici de donncr nne 
r^le generale puur ks trouver toutes par le mojen d'one parabole, ii cause qu'elle 
est en quelque fa90Q la plus simple. (Text nadi dem Abdrock tou „Lsl gdom^rie 
de Ren6 Deseartes" in »,1« g^^om^trie analytiqne d*A.«gnsta Coaite. Noovelle 
<^Hit!nn pr^c'^d'^e de la CMomdtrie d« Descartes**. Pens, Lonis Behl, 1894, 
S. »7— ö8. Ked.) 
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Er lort die bictoadtatiaehe Gkidiiu^ a^'+ (or + — 0 mit 
Hülfe der fertan Parabel y — px* und des &eiaee x* ff* + hp*x '\- 

-^^-—-y + cp*^0, desBen Hitidpunkt imd Radius mit Zirkel und 

Lineal konstraicrbar sind. Die Löänng der kubischen Gleichung 
x*-^' ax + b ^0 ist fDr cO hierin entlialten. Da die 4 Wnrseln 
x^, x^, x^ der biqnadratiBelien Gleichung die Bedingung 
Xi + Xg-\- Xf-^ x^^O erfüllen, erhSlt man ein Eriterinm dafttr, dab 
Tier Pmikte einer Pszabet auf einem Srnae liegen; nämlich der Schwer- 
punkt der vier Punkte mnfs d in auf der Parabelachse liegen. Durch 
vier Kreispunkte gehen zwei Parabeln; der Schnittpunkt ihrer Achsen 
ist der Schwerpunkt der vier Punkte. 

Unter Zugrundelegung einer beliebigen fostt n Ellipse oder Hyperbel 
lösto N(nvton') die kiibisclie (ileic'lmn<r. Du wich Kegelschnitt und 
Krt'is in vier l'unkttMi sclinciden, ist es naturgemiifser, sogleich die 
biquadratische Gleichung aufzulösen und dpn Fall der kubischen 
Gleichtmg wie oben daraus 7u folgern. Die von De la Hire*) g«*gebene 
Lösung ist uüzureicheud, da die beiden willkürlichen l'arauiete.r seiner 
Kegelschnittgleichung sich nicht immer reell so hestimmen lassen, daJs 
die Gleichung in die eines gegebenen Kegelsdmitts übergeht. Durch 
rein geometrische Überl^ungen ist die Lösbarkeit eines allgemeinen 
kubischen Problems mit Hilfe eines festen E<^elscfanitts nebst Zirkel 
und Linesl zuerst Yon Smith und Eortum') geseigt worden. 

Sehr viel elementarer ist die amlTtiseh-geometrisdie Behandlung. 
Wird zunächst eine Ellipse zu Grunde gelegt, so transformiere man 
die biquadratische Gleichung 4aA''+ 66«*+ 4caf + = 0 durch 
lineare Variation x^x-\-a in eine solche, in welcher oc>0 ist; als- 
dann durch as-^Ya^ ™ Gleichung <* + .(4<»+JB<«+-<l* + 0 — 0. 
Ist nun ^ + ^ = 1 die Gleichung der Ellipse xmd q> = arctg 0 : 
die eKBentrisdie Anomslie des Punktes (d?, y) derselben^ so lassen sieh 
seine Koordinaten als rationale Funktionen x — a | if — ^i '^<^^ 
^ "= tg I = ^ : (l — ^j=^l 4- ~) : I darstellen j und die vier Wurzeln der 



1) Ärithmetica univerealia, Cantabrigiaf» 1707, S. 322. 

2) Nouveaux «Jl^ena de« «ectioDH coniques, Paris 1679, S. 400. 

8} Smitll 1. o.; Kortum: Über geometrücho Aufgaben dritten und vierten 
GrsdM. BoBii iM9. Beide Sehiiften wuen sur Bewerbung nu dea Steiner- Frei* 
der Beil. Akademie «iagereicbt wovdeaj der Ftats wurde uniar ihnen 

gebeilt. 
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gegebenen Gleichung entsprechen den Tier SchnittpunkteiL der Ellipse 
mit dem Ejeiee: 

Die Exzentrizität e'^a*- 6' darf nicht verschwinden; sollte 
1 -|- C'=i?sem, 80 zerfällt die geflohene Gleicluing in i7*-f 1)(#*-|- 74<+ ^=0, 
ist also durch Quadratwurzebi, d. Ii. durch Zirkel und Liueal lösbar. 

Die vier Wuizeln = tg^' (» — 1, 2, 3, 4) erftUlen die Bediugujug; 

^tt^hWi^l odw tg ^ + ^'+^' + '^^ ^O; aleo: Tier Punkte 

einer Ellipse liegen auf einem Kreise, wenn ihre exzentrischen Ano- 
malien eine Snmme ^ 0 (mod. 2^) haben. Ist P (o:, y) ein Ellipsen- 

Funkt, Q (.r, der entsprechende Punkt dys Hauptkreises ä^4- 2/"— 

0 der Mittelpunkt, S der Scheitel (a, 0) di r Ellipse, ao ist der 

Winkel QOS*^qf, des Kreissektor Q05-|o^ der EDipsensektor 

POS^f ah. Das obige Kriterinm kann daher anch so ausgesprochoi 

werden: vier Punkte einer Ellipse liet^eu auf einem Kreise^ wenn die 
Summe der zugehörigen Elüpseusektoren kongruent Null ist, für den 
Ellipsen-Inhalt als Modul. 

Ist dagügeu eine Hyperbel gegeben, so mul's die zu. lösende 
Gleidmng a?* + + Qhx^ -j- Acx -f d »= 0 durch a? |j u; + «c so trans- 
formiert werden, daOi die nenen Eoefificienten Ton 4«* nnd ^x, nSmlieh 
ff + a nnd «'+ Saa*+ 36« + e, entgegengesetste Vonteichen haben. 
Diea ist stets ftlr reelle « sn eneiehen, da das I^rodnkt 
(« + Sa«* + Zhtt + c) wenigstens zwei reelle Wurzeln hat Nur 

wenna— — a angleich Wurzel von a'-|-3a«'+36a-|-c = 0 ist, kann diese 
Transfoims»fcicni nnmöglich werden; aber dann geht die Qleicbung durch 
x\\ X ~ a in eine durch Quadratwurzeln allein liisbare Gleichung 
«*-f 6b'x'+(i' = 0 über. 

Wir können also ac<0 aanehmeo, nnd die Gleichung Termittelsfe 
a!-y^< in i^~Ä^^Bfi + Ät+C~'0 transformieren. Ist nun 

^ — |i = 1 die gegebene Hyperbel, F {x, y) ein Punkt derselben, S der 
Seheitel des durch P gehenden Astes, nnd setrt man den Inhalt des 
Hyperbelsektoni 80 F gleich jab, wo man 9 das Vorseicheo von x-ff 

beilegt, so ist tg hjp 9 = ^'^t ^d x and y lassen sich rational Ter» 
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mittelst t = tg hyp I = ^ • (f + l) = ~ • | ausdrücken: x = a 

y ^ d f— Wunseln der gegebenen Qleickung entspredien 

den Sdudttpnnkten der Hyperbd mit einem Kteiae^ deasen Gleichirag 

diraelbe wie im Falle der Ellipse ist; nur ist jetzt = -|- i*. Für 
1 + C»£ MifSllt die biqiiadntiBclie Gleiclrang in l){iP-Ät-C)>>=^0, 

Die Tier Wnndn ti — ig hjp 1' erfüllen die Bedingung 

also liegen vier Punkte einer Hyperbel auf emem Kreise, wenn die 
Summe der zugehörigen Hyperbelsektoren gleich Null ist. 

Die beiden Kriterien für vier Kreispunkte einer Ellipse oder einer 
Hyperbel bleiben oflSanbar erfOUt, wenn man irgend swei der Tier 
Punkte dnreh ihre diametralen Oegenpunkte erseist; analytisch findet 

dies seinen Ausdruck darin, dafs die Gleichungen d: ^^^^ = ^Jj^j^ ^ 

durch irgend swei der resp. Substitattonen tf | ^ in sich ttbetgehen. 

Der aweite Teil des Descartes sehen Satses, dals von d«n Eegel> 
schnitt nur ein StQck gegebm am sein braucht, ist rein geometrisch 

von Snüth^) bewiesen worden. Analytisch ^rgiebtsich seine Richtigkeit 
einfach wie folgt. Es sei z. B. ein EUipsenbogra gegeben, dessen Punkte 
den im Intervall t' <.t" gelegenen Werten von t entsprechen. Die 
Gleichung a!*-f 4oic*+ 66a:* + 4ca- + = 0 wird durch jede der Trans- 

fonuattonen — « + /J*, wo ^ "l/""^^'*« .jt^J*''^^* ^ ^ durch 

Ellipse und Ereis auflösbare tnmsfonnierfc. Ist nun eine (redle) 
Wnnel der gegebenen Gleichung und sei « ± 1 zwischen t' und i" 
gelegen, so wähle man für « einen hinreichend nahen rationalen 
NShemngswert einer reellen Wurzel der kubischen Gleichung: 

(ar, - «)■(« -1- a) - 3aa»+ Ute + e), 

und es sei der zugehörige Wert von r. Dann ist der zugehörige 

Wert Ton Ä — + . " reell und &ne Wurzel t der tnuis- 

»I p 

formierten Gleichung liegt zwischen f und t", d. h. der auflSeende Ktms 
schneidet den gegebenen EUipsenbogen. 

Durch eine quadratische Transformation kann man anch erreichen, 
daTs zwei der Schnit^unkte auf dem gegebenen Bogen liegoL 



1) 1. Partie O. Art. 6 -> Fapen n, p. 86ff. 
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Wir haben bisher angenommen, dab Achsen und Mittelpunkt des 
KegelKehnitts bekaont säen; tob dieser BeschrinkuDg können wir uns 
frei maohen, da man aus f&nf Punkten eines Kegelsefanitts seine 
Aohsen der Lage und Grolse nach mit Zirkel und Lineal konstrnioren 
kann.1) 

Betrachten wir nun einige besondere kubische Angaben. Die 

Aufgabe: von einem Punkte M (xi^ t/i) die Normalen auf einen Kegel- 
schnitt zu föUen^ löste Apollonius*) durch eine Hyperbel mit zu den 
Kegelschnittachspii parallelpii Asymptoten, die duroli M und die Fufs- 
punkte, nnd bei Ellipse und Hyperbel noch durch den Mittelpunkt 0 
hindurchgeht. Da Pappus') für den Fall der Parabel = 2py die 
Anwendung eines Kegelschnittes tadelt, ist anzunehmen, dafs er die 
Lösung der Aufgabe durch den Kreis ar* -f ~ (^i + JP) y " J ^jO^ = 0 
kannte, der durch die drei Fnfspnnkte und den Scheitel hindurchgeht 
Hier läCst sich eine Diskussion der biqoadzatischen Gleichung 
3^ + 6aa^ + 4hx + c — 0 anknflpfen. Liegt nSmlioh der Mittelpunkt M 
des anlldsenden Kreises: 

^ + (y - J»}' + ^ « + - (y - 1») + i^. + 3 a - y - 0 

auf der konkaven Seite der Evolute x- = ^.{y ist also /r-r4:a^<0, 

so läläit sich von Ji aus uur eine reelle Noruiale u auf die J^arabel 
föUen, und die biquadratische Gleichung hat 2 oder 0 reelle Wurzeln, 
je nachdem dtt Radius r des auflösenden Heises > oder <n ist; 
welcher dieser beiden Falle emtritt; ergiebt sich ans dem Vorseichen 
von f{r), wenn f(n)^0 die Gleichni^ ist, der die drei Normalai 
genflgen. Ist aber 5*+40">Oy so hat f(n}^0 drei reelle Wurzeln 
ii|>fis>Mi>0, und die biqnadratische Gleichung zwei, w«ui r>ii| 
oder «j>r>n, ist, vier, wenn iii>r>«,, Null, wenn n,>r ist; 
welcher dieser Fälle eintritt, ergiebt sieh nach der Descartesschen 
Zeichenregel unzweideutig aus den Vorzeichen der Reihe f\r), f'ir), 
f"ir), r{r). 

Für Ellipse und Hyperbel wurde das .Normalen -Problem mittelst 
eines Kreises gelöst von De la Hire^) und Oatalan^j, einfacher und 



1) Apolloaius, Buch IV; Pappus, Ausg. v. Hultsch S. 1076 = Ausg. v. 
Gerhardt 8. S4S. 

2) ApolloniuB Buch V. 

8i 1 i- S' 270, vpl hieran Zeuthen: Die Lehre von den Kegelschnitten im 
Altertum. JJeutacb vun H. v. Fischer-Benzon, Kopenhagen 1886. S. 258. 

4) 1. «. S. 440. 

5) Nowr. Ana. de Haih. (1) 7 (1848), 8K. 
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eleganter von Joachimsthal'): die andern Endpunkte der vom 
Scheitel S senkreeht zu den Tier Nonnalen geaogeEnen Sehnen liegen 
anf dem Kreise 

seine gemeinsaniH Seline mit dem IlaTiptkrciso ff^— (7* berührt den 
Kegelschnitt in einem Punkte T, so dai's «ST senkrecht zu Oji2 ist. 

Sehlieblioh wollen wir mit Hülfe der Ellipse ^ + ^ 1 in den 

Ereis «*+ y*— ein regolSreB Siebeneek SS^S^S^S^S^S^ konsfarmfierai. 
Projisiwt muk ieine Ecken senkndht iw HanpiediM « anf die EUipae 
in die Punkte T^, so liegen fif2\7,2V anf dem einen, ST^T^T^ anf 
dem andern der beiden Kreise: 

- f+{2a - - a) ±'-5^y = 0. 

Kdnigsbeig i. P^., den 24. April 1901. 



1) J. f. Math. 48 (18M), 877. 
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Uber Beweise von SobmttpiiiiktsftteeB. 

Von Gekhabd Ü£ääENBEKG m Chariotteubiu^. 

1. Wie Henr Hilbert in der Oottinger FestMhiift 1899 geieigt 

hat, läfst sich jeder reine Schnittpunktsatz ans dem DesargueSBchen 
Satz und dem speziellen Fall des Pascal sehen Satzes herleiten, der 
durch das Degenerieren eines Kegelgchnittee in zwei Gerade entsteht.') 
Wie ans den Untersuchungen Ton Herrn Hilbert weiterhin lier- 
vi>rgeht, hissen sM-h beliebig vit'le FäUo l'rt 'Calscher Konti^ratioueu 
aus der Desarguessclieu herleiten, — eine Thatsache, die übrigens 
(lern bekannten Staudtschen Versuch, den projektiven Fnndamental- 
satz zu beweisen, zu Gruude Liegt. Daraus folgt alsu, d&fs es Sclmitt- 
punUsfttae giebt, die msk imter alleiiiiger Änwendmiff der Deeargues- 
eeben sowohl wie 6.et PascalMhen Konfigumtion beweisen lassen. 

2, Als eioiAches Beuqiid sei folgender Satz gewählt: 

I. Liegen die Ecken «anee wifaehen Sechsecks abwechselnd auf 
zwei Geraden» und der fiStMflfpwN&l dieser GFerodb» rnii de» Sdutitt- 
punkten van £wei Paar OegfenseUen des SeAseds in gerader Linie, so 
liegan die drei Sduait^nnkte der G^fenaeitenpaare des Sedisedks in 
gerader Linie. 

Der Satz ist ein spezieller Fall des Pascalschen nnd entsteht 

ans ihm durch den kursiven Zusatz. 

Wir haben noch 7.u zeigen, dals er aus dem Desarguesschen 
Satz hergeleitet werden kann. 

Die Eckt'u des Sechsecks seien in der Ikuheii folge der Verbindung 
bis Pe; I\r^ schneide rj'r, in 5„ 1^1'^ desgl Pr,P^ m S^, F^l\ 
endlich Pj-Pj in Sy Nach Voraussetzung liegen P^I\1\ in gerader 
Linie, ebenso P,P^P,. Der Scbnitlpimkt M der beiden Geiaden liegt 
mit 8g in gerader Lade. Zn beweisen ist, daCs S^S^S, in gerader 
Linie liegen* 

1) § 36, S. 76 f. Em wesentlicher Schritt zum Beweise des Satzes ist 
adutn Ton Hflmi Wiener im Jalucsberieht 1, 46—48; 8, 70—80 der Dentechflii 
Matheinatnwr-TiwwiBignBg gethaa, und swar doroh den Naehwub, dafii der pco> 
jektivp Fnndamentulsatz aue deu DeeargnesBobte nnd dem Paecalfchen her- 
geleitet werden kann. 

AnUt der MathemaUk und Plgrtlk. Iii. lUUio. III. 9 
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Die Dreiecke F^F^F^, P^P^}\ Ml neiden sich mit den homo* 
logen Seiten in hezw. und il/. Diese drei liegen in einer 
G^enuien. Somit gehen die Geraden P4P4, P^^P,, PjP^ durch 

einen Punkt. Danach 
liegen die Dreiecke 
P,P,P„ F,l\P, per- 
spektiv, die Schnittpunkte 
dar homologen Seiten 
Bind 8t, M. 

Diese liegen in einer 
Geraden, mithin anch S^f 
Sff w, s. b. w. — 

3. Es ist nun yiei- 
leieht nicht ohne Inter- 
esse, umgekehrt einen 
speziellen Fall des De- 
sargu es sehen Satzes 
kennen zu lernen, der 
sich aus dem Pascal- 
schen Satz beweisen läist 
Er kniet: 

n. Liegen zwei Dreieeke perspektiTiich, uhd gdU die VarbiiHkitli^ 
fferade tnoeiar wdd homoliogm Pmkte mU den OeffeneeUen deneOm duitA 
ehum Fuaniklf eo ichneiden sieh die liomologein Seiten in Punkten einer 
Oentden. 

LUkt BUOL den kuniTen Znials foii^ ao bat man den Desargnea- 

schen Satz. Es bleibt also noch zu zdgen, wie noh die Figor aui 

dem Pascal sehen Satz herleiten lälist. 

Die Dreiecke seien A^^A^A^, B^B^B^. Nach Voraussetzung 
schneiden sich Ä^B^, A^B^, A^B^ in einem Punkte S, femer A-^B^, 
A^Aif B^Ji^ in einem Punkte Jf. Die Schnittpunkte von AiA^ mit 
B^B^y A^A^ mit B^B^^ A^A^ mit B^B^^ seien bezüglich 6\, Q und C,. 
Endlich bezeichne N den Sclmitipunkt von A^A^ mit B^B^. £b ist zu 
zeigen, dafs (\, (\, 6, in gerader Linie liegen- 

Das Secbtieük 

MA^A^SB^B^U 

ist in der angeschriebenen Reihenfolge der Ecken ein Pascalsches, da 
A^, B^ sowohl wie A^, S, B^ in gerader T.iiiie liegen. Die Schnitt- 
punkte A^, N und B^ der Gegenseiteupaare liegen mithin ebenfalls in 
gerader Linie. 
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Kmimehr bilden die Punkte 

in der angesckriebenpn Reihenfolge ein Pascalsches Sechseck, da N, 
jBj, A^, wie eben gezeigt, und />j , il/, nach Voraussetzung in 
gerader Linie liegen. Die Schnittpunkte der Gegenseiteupaare sind 
C',, Cj, liegen also in gerader Linie. 

4, Der soeben bewiesene Satz II ist von wesentlich anderem 
Charakter als Satz l, lia dk in ihm etiüialtenen Pascalschen Sechs- 




ecke allgemeine sind, d. h. nicht zu denjeiugen speziellen ^^RluittMi. 
die mit Hülfe des Desarguesschen Satzes konsti-uiert werden können. 

5. Im Widerspruch luit der — unzutreffenden — Behauptxmg 
BoUanos, wonach jeder Satz nur auf eine Weise bewiesen werden 
kuBn, hat Herr Hilbert fBr den PaBealBchen &tB zwei weMolüeli 
TWBchieJene Beweiie angegeben.') Da ferner der Desargneeeohe und 
der PaBcalsclie Btix unter wesentlidlL Terachiedeiien Bedingangeii be- 
w«8bar lind, m folgt, dab die Zurttekfttbnu^ der beiden hier ange- 
gebenen Sätze auf die Axiome der Geomebie drei weBentUclL TefBChie- 
dene Beweise fttr jeden ei|pb«n wflrde. 

Gharlottenbnrg, im Hai 1901. 

1) L C. g 14, S. 28; § 31, & 71. 
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Zur Theorie der Resultanten zweier linearen homogenen 

Differentialgleichungen. 

Von L. Hefptbb in Bonn. 

Die an zwei algebraische Gleichungen anknüpfende Eiiminations- 
theorie ist von TTerrn von Escherich') auf lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen übertragen worden. Zu der aus zwpi solchen zu 
bildenden JtesuUunfr hin spater ich s( lbst ** auf audrrpui Wege gelangt. 
Sodnnii habe ich kiir/.licb') einige i'uiikte der algebraischen Theorie, 
nümiicii die Bediuguugeu i'ür die p]xistenz eines gemeinsanieu Teilers 
Ton bestinuntem Grade und die Aufstellung diese« Teilers in Deter- 
nunantengesiaL^ in mÖglicIiBt einjheher Form abgeleitet. Oerade diese 
Bebandlung UUbt sidi nnn andi bei linearen Differentialgleicliangen 
dnrchf&hren. Sie liefert bei xwei linearen homogenen Differential- 
gleidrangen die Bedingungai f&r die Bxistensc einer bestimmten Anzahl 
gemeinsamer Integrale in einer anscheinend bisher noch nicht be 
mwkten Form und sodann die Aufstellung des diese Integrale ent- 
haltenden DifferL-ntiiilausdrucks in Determinantengestalt — Alles genau 
analog den ents])rochpu(li n algebraischen J'\irmeln. 

Des Zusummeuhangs wegen sei es gestattet, in No. 1 einige Punkte 
kunr. in Erinnerung zu bringen, obwohl sie wesentlich ebenso schon 
bei Herrn von Escherich stehen. No. 2, 3, 4 enthalten die vor- 
stehend angedeuteten Resultate, No. 5 endlich mn Beispiel 

1. Eesultank zweier linearen hmnogetten Di/ferentialausdrücke. — 
Seien 

(1) P(y) =i)oy<'> + i>iy<'-*> -f • • • + KS/ = 0, 

(2) Qijf) = ft,y("> + ffiyt— « + — + « 0 

1) Deoluchriftcn der Kais. Akad. d. WisseDSch. Wien, Math. Kat. Kl. 46 

(1883). 

2} Crellet Journ. 11(1 167ff. 
S) HaUi. Ann. 54 (1901), 641 ff. 
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swei liiMNure lunnogene Differantüdg^ioliungen , 

yi; Vi, und 1?,, 

bezw. je ein Fandamentalsystem von (1) und (2). Beide Gleichungen 
haben d&nn und nur dann ein Jntegnü gemeiiiy wenn die Determiiuuite 



(3) 



8^ 



> Vy f 



• * • 



Ulentisrh i crschtcindet. Denn, ist dies der Fall, so sind nach bekannion 
Satire die n-^v Funktionen linear abhSngigj d. h. es besteht eine 
Eelation 

«^Sfi + • • • + c^y, + Gl + • + C^ij^ ^ 0, 

worin weder alle c noch alle C Null sein kfmtu'n, da sonst die y oder 
die rj kein Fundamentalsystem waren. Also ist dann ein Int -Ln von 
(1) gleich einem solchen von (2). Und ist umgekehrt letzteres der Fall, 
so sind die n + v Funktionen linear abhängig, also die Determinante 
S identisch Null. 

Die Determinante **? ist in der iVlgebra aualog dem Produkt siliut- 
1 icher Difl'ereuzeu zwischeu deu Wurzeln der einen und der anderen 
der beiden algebraischen Oleichungen und zeigt ebenso evident wie 
dieses dnrch ihr Vendiwinden das Yorhandensein gemeinsamer 
LSsongen an. Wie dort in der Algebra streben wir aber auch liier 
naeh einar Bedingung, die Bi(sh nieht in den Loaungenf sondern in den 
KMffiaimäen der Toi^jdiegtai Gleichungen anedrficki Diese erhalten 
wir entweder ohne Benutzung der Determinante S sehr ein&ell so, wie 
es in der sitiert<m Arbeit (CreUe 116) geschehen ist, oder — ziemlich 
genau — nach Herrn von Escherich (a. a. 0.) in folgender Art, 
wobei gleich der Zusammenhalt zwischen der neuen Bedingung und 
S hervortritt. 

Durch A-fache Differentiation nach der unabhängigen Variabein x 
werde aus (1) und (2) 

(4) Pt**(y) = j^iy^'+^J + |>iiy<'+^-»> + • • • + j»r+a-i.iy' + P^-^-^iV, 

(5) (jf^isf) = ff*2yf«+« + ffiiy<»+*-*> + — + q»+i-W + ff^+i^iy- 
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Dann ist 



(ö) 



Po, Ph »-tt 
0, 0, 



•» p»+'-% »-1 

'99r 9tf • 'f % 



V Zeilen 



0, 0, 

die liesultante von P und Q\ deim sie unterscheidet sich von S nur 
dwch einen nicht idMktieeh venekwindenden Faktor. Ans dm bei Herm 
Ton Es eher ich (». ». 0. No. II) sasgefHhrten Umformimgeii von S und 
^ folgt nimlich onmittelbar 

(7) -H — j»;*9;'e •« 'S, 

Samif ist «weft «los idmtiaAe Vendimndm von B notwendig und 
hmtMend für die Existeng gemeinsamer Int^nde wm (1) und (2) oder 
— mit anderen Worten — f&r die Existent eines gemeinsamen TeUers 
der beiden D^erenUakutsdrUeke P tmd Q. 

Die KeHiiItante R wird also gebildet, indem genommen werden 
als prste Zeile die Koeffizienten von JPt*~*'(j/), als zweite die von 
denpn eine Null voranp;eht, u. s. w., als )< te die Koefl5zif>ntpn 
P(y) selbst, denon n — 1 Nulhm vorangehen; dann fnlL" n i' Zeilen, die 
entsprechend aus und Beinen Ahleitungpn gehiidet nind. 

2. Ümfotmung der J{f"-'uUnnU' zwnvr Di ß'ermtialousd rücke mit (ic- 
meinsanmn Teiler. — Die beiden Ditferentialausdrücke R und Q mögen 
nun einen gemeinsamen Teiler von der Ordnung k haben, d. L es sei 

(8) P==PJ(y) und q = QT{^), 
wo 

(9) P(y) =Poi/^*-'> + Ayf^--»-" + • • • + Pr-.i$» 

Qdf) ^ ioi^"'^^ + fli^— + • • • + «»-iy. 

Dann kann man die Resultante R von P und Q statt direkt, wie oben 
angegeben, auch in zwei Schritten so bilden, dafs man zonaohst T(y) durch 

1) Diese Determiaaate ist, abgoNÜMii von der Beieifiluiiiiig der Koef&nenfeii, 

identisch mit der Detenuiliaittc R bei v. Escherich (a. a. O.) und unterBobeidet 

sich von der r)<?terraiimntp J (Grelle 116, 159), abgesehen von der Bezeichnong 
der KoefHzioaten, nur durch Ttansposition und UmsteUuog von Paraliekeihen. 
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}^ erwlst und das qnadrattsche System dtf EoeEffizienteii toh 

. . y'y y iD P(j^^>) und Qi]^) und in ihren Ableitiingen bis 

mr (» — l)t€n, bezw. (v l)ten aufschreibt^ wobei die A letzten Kolonnen 
nur Nullen enthalten. Die Deteninaante dieses Systems ist die Bosul- 
tente Ton P(y^)) nnd <f^^>) in Besag auf y: 



(10)Jl = 



0, 



0, 



* ■ 

0, 0, 



•I hf Pi> ' •> Py-i, 0, . . ., 0 

• •} 'iv-f-n— i — I, » — 1» 0, . . ., 0 



n Zeilen 



V Zeilen 



X Kolonnaii. 



Nnnmehr denken wir uns in jenen Gleichungen, deren Eoeffiuenton 
dfts System Ton M bilden, wieder |^^) dnrcH J(y) eraetet, also 

(11) . . . 

d. h. wir machcu iu jenen n -\- v linearen Gleichungen zwischen 
^ y dnreb (11) angedeutete lineare homogene Sub- 
stitation. Also erhalten wir das Eoeffiaentensyttemy dae wir fflr E 
braachoiiy dnreh Komposition der Zeilen von R mit den Kolonnen der 
rechten Seite Ton (11), nachdem diesem System nodi l Zmlan nüt 
Nullen hinangefllgt sind, weil f^~^^, . . .» ff\ ff linlts in (11) nicht 
▼orkommen. Also ist, wenn wir mit {JB} das SIjstera der Deter 
minante B beaeiohnen n. s. w., 

U, n+9—t—t» ^ . . .> tm+r—\t n + w—l—t 

ö, to, n+r—1—3, ■ ■ ^4-1— M^-v— 



(12; 



0, 
0, 

l 0, 



0, 
0, 

0, 



• «y 0^ 0^ • « 0 
• « iy 0^ Oy • • 0 



(A Zeilen) 
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wobei die Zeüm von [r) mit den Ki^mmm des zweites Sjetems 
rechte m k<»npo]uereii sind. 
Da nun 

und in dem ^-System in (12) Unks unter der Hauptdiagonale nur 
Nullen stehen, so eigieht sich aus (12) IDt R selbst dit Uinformung 

(13) K = /i • , 

die ddilurrh zustande Jcommt, dafs nur die mit geeigiMk» (aus dem t- 
System abzulesenden) Faktoren multijüizierkn Kokmen vm weUer rechts 
sieiiendeti Kolonnett subtrahiert werden. 

Mit anderen Worten: Die lh\^dtantc von P~ PT\]i) und Q^(^T{y) 
ist bis auf einen nicht i<ü ttlt^vh vcrschrindciult'u Fal for in die llesultante 

von P(y<^0 ä^eti ^ läsle. KoUmnet% nur NuUen mthaUeHf su 

transformieren. 

8. Bedingungen für die Existenz eines gemeinsamen Teilers ffetuiu 
von der Ordmmfj X. — Duroh die vorstehende Umformung der R^siil- 

tuiiten \o\\ PT und QT ist zimäclist aui's neue bewieseu, ilalts die Ii*;- 
sultaute von P und Q bei Vorhandensein eines gemeinsamen Teilers 
identisch verschwindet Wir können aus (13) aber auch die Bedin- 
gungen HBt das Vorhandensein eines Teilers graau Ater Ordnung her^ 
Ittten. 

Mit R^(jf 1, 2, . . .) beseichnea wir die TJnterdeterminante Ton JR^ 
die aus JR durdi Streichung d«r q letaten und q ersten Kolonnen, der 

If ersten jp-Zeilen und q ersten 2-Zeil«i entsteht'), mit die ent- 
sprechende ünterdeterminante Ton R, Aus (12) folgt direkt, dals R^ 
gana ebenso in R amgefoimt wird, wie man in (13) von R sa R 
Überging, d. h. es folgt die Relation 

(u) 

Nimmt man nun ^ ~ X, so ist also 
(14a) Rx^R^t;-^'-''. 

R), ist aber gerade die Beeultante von P(y) und Q{y), deren iden> 

1) Diese Defioitioii der Unterdet«nniuaQte ist wUig analog wie in der 
Alge1)ra$ denn wenn man dort gewöhnlich am R dwch Streichung der %q 
letaten KoloaiMn, der 9 leisten p- imd 9 letiten g-Zeilem bildet, w> kraunl dae 
l»6i dem Bau der algebraischen Reenttaute S auf dieaelbe biiUHia, sie wenn man 
die oben beschriebene Operation benutBt. 
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tischet Tenohirinden also die <jharakteriBtiBdie^Bediiigii]ig dafttr ist, 

dab P und Q noch einen gemeimwmen Teiler beBitien. Diee ut aber 
wiedemm charakteviBtiBidi dafttr, dab P und Q Mlbst einen Teiler 
hSherw ab ilter Ordnung gemein haben. Also haben wir das 

Besultat: 

Die fharakkristmhm Bedingwigen daßtr, dafs P(ii) md Q(jf) 
einm gemeitisafneti Teiler genau kter Ordnum/ oder die Gleidmngm (1) 
und (2) ge^Mm X linear mtMät^fiffe InUgrale gemem haben, lauten: 

(15) R=20, Ri = 0, Bii-i = Oi Ik4^0. 

4. Iklerminanlenfonn des gröfaten gemekmmm TeUen moder 
Imearm Differentuikmdriid». Bei P und ^ seien jetzt die Bedin- 
gungen «rftült, dafs sie einen gemeinsamen Teiler genau Ater Ordnung 
haben. Es ist also 

Durch Multiplikation mit y, die rechts in der linsten Kolonne von Mi 
ausgeführt werden soll, folgt 



2h, n—i—i f i>l, n—i— 1 



n — i Zeilen 



V Zeilen 



Addiert man rechts die beaw. mit ^•+*-ta-i)^ 
multiplizierte erste, swmte, u. s. w. rorletste Eokone zur letzten, so 
steht in dieser der Reihe nach Ton oben nach untoi 

P(«-'^-*'(y), . . ., >Yf/i, P(y), (2e-*-»(y), "Öe'-*-«^, 

Ersotat man jetzt noeh in (16) y durch so geht die letate Eo- 

kmne rechte aber in 

P("-*-«(y), P<-^-«W, ..^ P'W, P(sf), ^<*'-*-»>W, .., Q'i$l 

Aber auch in den anderen Kolonnen der Determinante können wir 
wieder zu den gegebenoi KoelfiKiiailmi ron P und Q edbst zurDck- 
kehren, indem wir die TOrletzte Kolonne mit ^ multiplizieren und 
zu ihr die mit ged|pieten Faktoren multiplizierten Torhergehmden 
Kolonnen addierai, dann mit der dritüetztai Kolonne ebenso Terfiüuren, 
n. s. w., kuiz indem wir die TOrher YoUzogene Umformung, die von Bi 
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ZU Bi fQbite^ rarOckjj^ldeiL Dftbtt bl«bi rechts d«r Faktor fiVn^ 
durch den wir noch dividieren, sodafa der linkt stehende grofste ge- 
meiiuame Teiler Tom P imd Q als Koefifizieiiteii von gerade hat: 

Po, —1-1, Pi, «-i-i, . . ., i'„+»-M-a, .-a-i, Pt"-*-%) 



(17) JB^ 



0, 0, 

0, äo, r-a-f, 



0, 



0, 



, Poy Ihy •• P^-i-t, P(y) 

• * * 



Foimel besagt: 

is^ ^ m lier BeOie der Iklmmtianim R, R^, B^, die erste 
nkkt idenUaA veratAwmdeiidef ao erltaU man den akdtum vorhindenen 
gr^fsten gememsamen Teüer Xter Ordnung wn P und indem man in 
der Mammanie Bi die lelete Eolomie «farvA 

ersetzt. Der höchste Ko^jfUtieiU des so gtbädetm gemansamm Teilers isi 
gleidi Bt^ 

5. Beispiel. — Vielleicht ist e« erwünscht, die vorsteheucU' all- 
gemeine Entwickehmg noch durch ein möglichst ein&ches Beispiel 
illustriert zu Buhtm. 

Sei P E= x^y" + y ' — (1 + also 

P' = «»y'" - (2« + l)y" - (1 + «^y' - 2»y; Q = 9'' - 9, 

also Q' = y'" — y'. Mithin ist 

X*, 2a; + 1, - (1 + - ix 

0, x\ 1, "(l-hx") 

1, 0, ^1, 0 
0, 1, 0, -1 



= 0, 



wie sich durch Addition aller Kolonnen zur letzten ergiebt. 

Durch Streichen der ersten und letzten Kolonne, der ersten und 
dritten Zeile erhält mau 

1 

1 0 
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Abo haben P und Q einen Teüer erefcer Oidnong gemein nnd keinen 
hdheren. Er isi 

_£^= ^> ^y" + - + '^')y 

wobei der Koeffizient von y' gleich JB| ist In der That ist 

P = i^(jf'-|r)' + (l+*»)(y'-y), ^ = (y'-y)' + (y'-y), 

abo 

P=«»y' (1 + «Oy* 0= y' + y. 



Bonn, den 16. September 1901. 
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Sur Ift courbe äquipotentielle; 

Par M. F. Qomes Teixeika ä Porto. 

1. Le nom de cimbe i^w^festfielfe a ^ donn^ paar Cayley, dans 
nn important artide publik dans le PMlMOj^cal Magagine (t. XIT, 
1857), a ]a oonrbe repr^fleut^ par r^quation, en ooordomaies bi- 
polauesy 

(1) 5^+"*;==', 

oü m, m et k represeatent des (juiuitites constÄntes donnepf, et p o' 
les (li8twiC4»8 des points de la or>url>e ü dem foyers dont ia distaiice 
est egale ä a. Dans ce travail rerniiiciit. geometre d^t^rmine la forme 
general« des ovales tjui cun»titueat la cuurbe, et leur diüpoäitiuu par 
rapport aux foyers, pour les divei^ses valeurs de A*, par dea oonsiderations 
presque intoitiTe^ Baue eniror eu dAttÜB analytiques. Id noiu allomi 
donner quelques indicatioiia sur ime maiii^ de faire la tiilorie analy- 
tiqne de la ooorbe, et en d^nire qaelqnea-nnea de ees propri^tes 
qni ne ee trouTent pat dam le fsaTail de Cayley. 

2* En pzenant pour origine des eoordonn^ nn foyer et pour axe 
des abaebaes la droite qni paaae par Fantre, on a 

= + f,'*^{x-ay + t/', 
et, par consequeui^ en eliminant x, y et g' entre ces equations et (1), 

W _ k'V^ii^ VQ r^,) ■ ■■{(, 

OÜ % . . repräwntent lea nuanea dee eqnatlona 

{q — a)(kQ — am) — am'if = 0, 

r (ff — ») (*ff — + V — 0, 
(ff + ^)(*ff " <'*0 ~ «*»'ff " 0, 
(ff + <»)(Äff — + »»'ff — 0. 
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k V^gjKtA de 060 nemes fl conTient de resiarqner qve cellee de U 
pnonUve et dei deox demiteee eont r^ei et inegales. Gelles de la 
deazi^e aont rMlee qnaiid on a 

(h + m- my — 4jfcm 5 0 

on 

[* - (Vm + y5r')i[t -{^f^- ymy\ > o, 

et imaginaires dam< I*> ras contraire; et par cons^quent elles sont 

rMles et ia^galee qaand k > + ^^'fi ^ quand h < — VflT')', 
imaginaires qaand A' est compris entre ces deux valenn, et Egales qnaitd 
h . (ym -1- et qnand - ()/m - 

S. Cela poa^, eappoeons qne les lacines 1%, eont tontee 

reelles et in^galee et qne > «i > . . . > Dane ce cae y est rMle 
qnand p est eompiis entre et a,, on entre et <i%, oa ratre et a„ 
ou entre ot et inmpinaire dans Ins autres ras. La courbe est 
diHH- coniposec de quatrt: (n<ilf\<, symetriqaes par rappori ä Taxe des 
abscisses et qui coupent ct't axc. 

En deteriniuant au nioycu de l'equation (2) ies vjiieurs iit' x qui 
correspondeut aux valeura «j, a,, . . ., c„ donnees u p, on i)ourrait 
trouver, en chaque cas particulier, la disposiUon des ovales par rappoit 
auz foyers; mais on n*en a pas besouii parce qne oela r^nilte imm^ 
diatement de l'aoaljse de Cayley. 

NooR allona d^teminer lea points des oTalea oü la tangente est 
parallUe on peipendieuJain ä Taxe. Ponr oeia, employoos la foimnle 

ciy ^ k^[F'{Q){kQ ~am) — ik Ftp)] 

oft 

atin de (leterniin»'r !ps valeurs (juo q j)ren(i (laus les points OÜ la 
tangente est parallele a Taxe de ia courbe, on en tire l'equation 

J"(^)(*p-a«)-4*F(p)-0, 

qni eat dn hnHahne degre par rapport a p. A l'egard dn nomine de 
oes pointa nona remarqnons qne, la fonetion F\q) etant n^atire ponr 
H> ««» «I» ^ positive ponr ^ = «„ a^, «i, le 

premior membre de eette ^nafcion cbange aiz foia de eigne, qnand on 
donne i ^ lea valenrs . . c%. Donc des deux cotes de Taxe 

diaque ovale a seulement un point oü la tangente est paralteie ä cet 
aze, 4 rexoeption dWe qni pent en aToir nn ou troia. 
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La tani^te eit perpendicalaue h l'cie dans Ibb potnts qni eones- 
pondent anx Talenn de p donn^ par r^iuliou 

(kff — amy + a'^mm'* — 0 ou |> — — • 

A cas valeun da 9 aomspandent daux points, plaofii sjnAriqiiamaat 
par rapport k Taxe da la covrbe at qui eont rfels qnaiid q esi oompris 
dana nn das intarvallaa (a^, a,), (11^ a^^, . . (a^, Oj). 

4. On Studie da la m^ma manitea la caa oü deux das Taeinaa 
ei^ Boni iinagmairea. Alon la oourba eafc compoBfe Benlamciit 

da trois ovales. 

Si daux daa radnes «i, . . ^ cc« sont Egales, la courbe eat oom- 
pos^ de quatre ovales, mais deux d'entra alleB ont an point aonumm 
plac^ aar Taxa. Dana ca point on a 

aViit 

ai Jb-(y« -Vm')'. 

o. Los pointa qu'on d^termine en coupant la oourbe par vne 
tn&BT«rBale quelconqoe, joniaBant da quelqnea propriA^i qni, ik ea qua 
je croiB, n'ont pas euoora 4/b6 ranaiqnte. 

Seit 

Ax + jöv + C - 0 

l'^qnation de la transversale consider^e. Elle coupe la courbe eu huit 
poinis ot\ q preud ics valeurs dounees par lequation suivante, qui 
T^Ite de r^mination de a; et de ^ entre ladite equatiou et les 

^quations (2) et (3): 

on 

- {(If^ - a»)«[2aCf + -4(o> + q*)] - a'm' V}« - 0, 

DU 

Gatte ^naüm Mt Toir qxie la B<Hnma dea diBtan e ee ^ 4^ . . , 
deB pointB oA la droite eonpe 1» conrbe, an fayw qu'on a pne ponr 
origine dea ooordonnto, Batist la eondition 

III A 
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On Toit maan que Ia somme des diitancw Qif' ^ mlviM pointa 
ä Tantre fojer aaiufidt k la conditiou 

+ ft *T* • • • + — 

On en conclwt que 7« somme des distanccs mtrc ks jm'nfs oü um 
imnsversak qudmnqne coupe la courhe et un foyer est constante. 
Ou Toit^ au moyen de la meme equation, qu'ou a 

(S) f,^ ... ^, - L«» + 4 -^;^.-J • 

En posant C ^ (\ Ip produit des distiinces ä rorip^ino des points oü les 
transversales passanb par ce poiut coopeut la courbe^ satis&it ä la 
conditiou 



De la mfane mtaakn ctn txoaye» poiir les tnauirmsles qtii passent par 
Pautre foyer, 



On en conclut que le produit des distance.^ ä un foyer des points oü 
unc irartsversale quelamgtte passant par ce foyer, coupe la cowrbe est 

cotistant. 

Mais ce n'est pas ce coroUaire de l'equatiou (5) qu'il y a int^ret a 
considerer ici, parce qu'il est un cas particulier ci im tlieor^me general 
connu, applicable 4 toatee les courbes cjdiques. Ce qu'il nous conyient 
de eonaadAnTy vAnilie ei& posant dant eette ^uatian 

C+ Aa = 0. 

L'^nation de la droiie oonsid^r^ prend la forme 

.4(«-a) + 5y-0, 

et on Toit qn'elle passe par le foyer (a, 0). Et, ajant egard ä reqoation 
(6), on condni que le prodmi d» diskmeet ä «n foffer des pomts eü 
les irantverse^f qm pasmd par Vandrßf cotipmi la eomhe, est eenstanL 

Porto (Portugal), aoüt, 1901. 
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Weiterer Beitrag znr YeraDgemeiiierten 
BSeeelepmnganfgabe. 

Von F. FiTTlNti in Manchen- Gladbach. 

In einer früheren Abhandlimg^), die aidk mit Iblgmder An^be 
beschftfligte: 

Man zeichne n Punkte und bilde durch Fortschreiten von einem 
dieser Punkte mt äUm {^rigen^ tedbei hemer doppelt herukrt aoerde» donf^ 

„Wegff' mit der Einsdaränkunfff dafs eine Beihe von Wegelementen", 
d. h. Sprüngen zwischen gewissen Punkten verboten sein stM, Wie»id 

solche Wege gitM es? 

hatte sich Verfasser Yon dem Gedanken leiten Imsod, zum Aimgangü- 
ponkt der B^^trachtiing jenen Fall zu nehrripn, wo verbotene Sprünge 
nicht voiliaudeu sind, und deshalb n\ von eiuianclpr verschiedene Wege 
gezählt werden. Durch successives Ausschliel'sen gi wiss(>r „Elementeu- 
paare", unter welchem Namen die durch zwei Punkte Ä und 7? ge- 
gebenen, in ihrer Richtung eutgegeugesetzteu Wegelemente A B und 
BA gnwfcmmfffig^afet wurden, aoUten daraus allmählich die kom- 
plizierteren FSUe abgdeitet werden. 

Der Gfedanke erwieB jrieh ab fruchtbar, inaofem es gelang, eine 
Beihe von allgemein geltenden BeinirBionBfonneln an&iuteUen, deren 
Zahl liier nodi Termehrt werden soll, ran sodann ihre Branchbarkeit 
znr Bewältigung speziellerer Ansahen zu zeigen. 

Es entspricht dem zu Grande g;elei^n Gedanken am besten, 
wenn die verbotetien Sprünge durch Gera<le, mit denen man die be- 
treffenden Punkte rerbindot, kenntlich geniücht werden. 

Die in jedem besonderen Falle vorliegende Anurdnimg von Punkten 
und Geraden wurde im Hinblick auf die dadurch gegebenen Wege ein 
ffWegkotnptej^* genannt 

Die Zaiil der Prailcte eines Eomplezes irt dord^jalieBda n, wenn 
ntditB anderes ausdrOoklieh gesagt wird. 

1) über pino Vt'railgemeinerung «Ifr T?5sHel8prtlDgaiifgabe. Zeitschr. fttr 
Math. u. Phynik ^ächlOmilch). 46 Jahrg. Ueft 2 u. 9. 
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Die Summe samtlicbier Wege eiuea gegebenen Komplexes hieüs die 
WegmM des Komplexes. 

Erster Teil. 

1. ffnnjd-Brkitrsionsformel. — Tilj^ maii zwischen n imverbundenen 
Puukten <t Elenieutenpaare durch Einzoiclinung von ebensoviehm ^^prafl^n 
in beliebig gewählter Anordnung, so wurde (Kap. III der früheren Ab 
handig.) durch W(m,m) die Wegezahl des entstandenen Komplexes bezeichnet, 

B 

A 




Vig. J. 

der in der Folge auch kurz Komplex «; genannt werden mag. 
Fafst man femer ein etwa durch ^ za kennzeichnendes, bestimmtes 
Elementenpaar dieses Komplexes ins Au^, so läfst sich die Anzahl 
^ (n. a) ') ^^^^^ Wege des Komplexes, in denen Wegelemeate dieses 
Paares enthalten sind, durch ^ 
Wegezahlen anderer Kom- 
plexe augdrückeu. Ztir Auf- 
stellung und zum Verstuud- 
nis der Formel bedarf es 
eijuiger i' iguren: von dem 
gedachten Komplexe hamr 
cfaen nor die Endpunkte 
Ji und B des betraehtoteu 
Elementeaipasres ^ and die- 
jenigen Punkte gezeichnet 
zu werden, nach denen von A und B Gerade auslaufen — in 
Flg. 1 von A nach den Punkten 1, 2, • • Cj, von B nach den Punkten 
I, II, , und von A und B zusammen natli q anderen Punkten. 
\ ereinigt man A und B zu einem Punkte C, wodnrcli q Gerade ver- 
schwinden und Fig. 1 in Fig. 2 übei^eht, so entsteht ein neuer Kom- 

1) Dm Zeiehen ^ wurde hier «a SteUe ven tp^^ der frttheieik AAtSt 




AnktT 4w lUtii«n»tik 



m. 



10 
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plex, deMmn W«gezahl dxmsk W{„-t,a-0 beMidmet wurde. Drflckt 

mau noch durch die Zeichen 

^ ^ äw 

anB, da(s aus dem Komplexe, von welchem Fig. 2 einen Teil darstelU^ 
entweder die Gerade von C nach einem Puukte i aus der Punktschar 
1, • • tfj , oder die von C nach einem Punkte k der Schar I, • • ffj oder 
zwei solche Gerade (ohne dafs diese Punkte seih er verschwinden) ge- 
tilgt werden sollen, so ist die wichtigste Formel der ixühereu Abhand- 
lung (a. a. 0. Kap. III, 14ö): 

0) <«-^J*"',.-,.-,-«-a,+a-«.)2^»',.-..^.-,-i;, 

welche für tf^ =- 0 sich vereindEacbt m: 

(I') < -) CO + (2 - ^V,.-^, a-,) . 

Weiter vwbinde man in Fig. 1 die Punkte A und B durch eine Gerade 
und ftbie Eemueichnung der WegezaU des neu entstandenen Kom- 

pleiee das Zeichen W^^^[^^^ ein, so ist: 

wodurch eine erste K^ekursionsfüniiel uufgestcllt ist, di«^ für sich alleiu 
iiiureicheud wäre zur successiveu Lösung des Probiemü^ freilich auf 
sehr Luufitäiidlichem Wege. 

2. Gh'kliartiffp, Gerade. — Will man an der TTaud der eben ab- 
tjplpltf'trn Formeln dazu schreiten, die Wege irj^end eines gegebenen 
Komplexes von n Punkten zu zählen, so hat mau zuerst dessen sämt- 
liche Oerudon zu tilgen, worauf man n\ Wege zählt, sie nacheinander 
wieder in die h'igur eijizutiagen und für jeden der auitreteaden Kom- 
plexe die zugehörige Wegezahl zu beredbuen. 

Es wird viel anf die dabei beobedbitete Beiheiifolge ankommeii: 



1) In der geuauuten frahereii Arbeit wurde hier intOioltcher Weise das 
des Elementenpearw rar Eennxaichnaiig der wagztüaflMuden Qeraden 
verwendet 
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Verbindet man zuerst irgend einen von n noch nuTerbondenen 
PankteD mit a anderan dmeh Gerade, eo findet sich bereits in der 
froheren Arbeit als Wegenhl des so gebildeten E<nnideiM: 

*C7> - 

Dieselbe ist also hier eine FmJUion der GeradenzahL 
Ist eine W^^ahl Funktion einer Zahl Ton Geraden ihres Kom- 
plexes, 80 wurden letztere „f/ln'rhartige Gerade genannt. 

So enthält z. & Fig. 3 Büschel Ton je 2p, e, d gleichartigen 

Geraden. 

Denkt mau sich alle Geraden ein - I\ >jii[il xes in irgend einer 
Weise zu Gruppen gleichartiger Geradou geordnet, so sieht mau: 




JHe WegegaM irgend eines Kamplexes isi eigie F^tnJtüm seiner 
Punkkätahl mtd dar ÄneM gkiekarüger Oeraden, die in den veradnedenen 
Gruppen vorhanden »ind, 

8. BdBumonrformdn ßr BäsM ^eidiartiger Geraden, — Ein 
Komplex enthalte onter der Zahl seiner Qeraden einen Bflschel ron a 

gleichartigen Geraden. Im folgenden wird die Wegezahl des Komplexes 
nur hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von a betrachtet, kann daher 
geschrieben worden. Man denke sich jetzt die a Geraden jenes Büschels 
sämtlich aus dem Komplexe f^etilp^, so wird die Wegezahl W{q). Die 
Paare vou Wegelemeuteu, die so au Stelle der (ieradeu getreten sind, 
sollen Elemeutenpaare dus Büschels heil'Hen. Nuu werde auf folgende 
Weise lF(a) wiederhergestellt: damit zuuäclist vou den Wegen des 
Komplexes W{ft) diejenigen ausgeschieden werden, in denen die Weg- 
elemente des ^Ischds einseln Toxkommen, werde die Qesaintiieit aller 
Wege, in denen irgend ein bestinimtes mementenpsar des Bfischels 
(z.K ABin Fig. 4) anftritt» TP««) gemannt Von ist dann Tor- 
linfig soTielinal TF^'^ in Abaug an bringen, als jenes Bflschel Elementen- 
paare hat, also a • W^^ maL Man sieht aber leicht, daTs auf diese 

10* 
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Weise alle Wege^ in denen noch ein sweües ElementenpMur des Btteehels 
yerwendel wird, doppelt abgeguiUt eind, vShrend dies nur einmal zu 

gesdielLen hat, will man W^^ wiedererhalten. Nennt man W^«^ die 
Summe aller Wege, in denen zwei bestimmte dieeer Wegelemente 
(z. B. AB und AC in Fig. 4) beschiitten werden, so hat man offenbar 

• W<) Wege suviel eabtraliieit nnd mnls daher eine gleidie Zahl 

wieder addieren. So findet man die Formel: 

(III) W^^^ = W^^ - a . W<»-) + Q • W( 

die auch bereits iti der früheren Abhiuullunf* (Kap. VI, p, 160), dort 
aber auf ganz midereni Wege, gewonnen worilcn war. 

Wi^"') und WC^a) las.si'ii sich noch wcittT reduziLTcn, und zwar iÜllt 
die Zurückführung von H'''"^ auf Zahloii solcher Wege, wurm die 
Geraden des Büschels <fanz fehlen, unter Formel (1), und auch |V'''") 
läfst sich ohne weiteres auf solche zurückführen: denji au iig. 4 
übersieht man leicht, daSa alle Wege, welche beispielsweise die Weg^ 
stflcke BAC oder CAB enthalten, «ach richtig gezählt werden, wenn 
A mit allen Ton ihm ausgehenden Geraden ganx ans dem Eomplra 
gestrichen wird, und die genannten Wegstttcke in CB oder BC ver- 
wandelt werden. Auf den leteteren Eompleoc findet nun ^ichJblls 
Formel 1 Anwendung und z\var, du es sich um glel(hnrtige Corade 
handelt, mit besonders einfachem Ergebnis, wie man wohl leit ht übersieht. 

Man besitzt also in Formel (III) eine Rekursiousformel, die es ge- 
stattet, mit einem Schlage die Wegezahi eines a gleichartige Gerade 
enthaltenden Komplexes auf Zahlen von Wegen zurückzuführen, in 
denen jeuer Büschel ganz fehlt. 

Derselbe Gedaukeugaug lüTst sich auch auf Komplexe mit Büscheln 
ungleichartiger Oerailan «nadehnen. EnUialte ein solcher Bflschel 
beispielsweise drei Terschiedene Arten TOn Geraden in den Anzahlen 
a, 6, Cf so beaeichne Wdt,^,^ die Wegeaahl des Eomplezes, W{Vf di^ 
jeuige des Eomplezes, in welchem dar Geradenbflschel fehlt, femer 
IfK'«) xmd W^**^ die Summe d«r Wege, au deeea Bildung ein resp* 
zwei bestimmte Elementenpaare des Büschals ron a Geraden Weg^ 
demente liefern, und endliih alle Wege, in denen ein Weg- 

element einem bestimmten Elementenpaare des Büschels von a G^nden, 
ein anderes einem solchen des Büschels von b Geraden entnommen ist; 
dann lautet die leicht zu bestätigende Eudformel: 

+ + ab .Tf('«*'*) + ac W'^''"'<^^-j-bc-W^'^'H 
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i. Verwendmg dar gemumene» FofmdiL — Was sich mit den 
obigen Formeln zur Bewaltigiing des vorliegenden Problems leisten 
ISfst, wird aus der Behandlung folgendes Einzelfalles erhellen: 

In Nr. % geschah hereits der in der früheren Arbeit abgelniteten 
Wege/ahl des Komplexes Erwähnung, worin mir ^ner der n Funkte 
mit a anderen verbunden war. bie war: 



(V) 



w,. 



Nun enthalte Komplex (jeradc ixi dei- uui Fig. 5 gezeichneten 
Anordnung. Welches ist die Wegezahl W(n;a,b,e)^ 
Nach Formel (YV) ist: 

(VI) H'o...^« - l^^K. - » • <*J - - 'C + Ö <l 
Sodann nach Formel (!'): 



(«r«) 



(.-!,«)• 



TTm W^***^ zu frpwiniH'n, ln'donlcp inaii, 

dafa von Ii stets über Ii iiucii 6' «»ilt-r 
umgekehrt zu schreiten ist; schlägt 
mau daher unter Tilgung des Punktes 
D nebst allen saiiMii Geraden beim 
Dnrebwaadem des Komplexes den 
direkten Weg xwiselieii B nnd C em, 

so erhält man gleichfalls W^//*,^ , 
d. h. miui üüdet es ah> die Anzahl 

derjenigen Wege des verwandelten Komplexes, in denw das Ele- 
mentenpaar BG Torkommt. Sonaob Utt 




».«) 



und ähnlich: 



Durch Einsetaen aller dieser Werte in (VI) wird W[nia,b,c) auf za- 
rflclq;e{lllirt, ein Verfkhren, welcihea fttr die Bereehnnng von Wege* 
zahlen nodi komplizierterer Eomplexe weiter fortgesetzt werden kann. 

Eine wettere F5rdenmg erföhrt die Bearbeitung des vorliegenden 
Problems, wenn man es mit der Aufgabe, welche Herr Schubert als 
die der „Hamiltons« Ik u Rundreisen" (H. Schubert, Mathem. Mufse- 
stunden. 2. Aufl. ILL Abschn.!, §4) bezeichnet, in Zasammenhang bringt 
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Zweiter Teil. 

5. Jla »I iUonsdie Rimdreiaen. — Unter einor Haiiiilt ouschen 
Kimdreise verstellt man im Unterschied von den bi.slier betrachtetpu 
Wegen eine Reise auf einem Komplexe, auf welcher zwar jeder Punkt 
iviedenim nur einmal bertllirt wird, der Ausgangspunkt aber vom 
Endpunkt aus wieder beBchritten werden kinn Es enJistdit die Frage 
naoli der Zahl der RnncbreiseEii eines EomplezeB. 

■ 1) A]le Punkte mögen nnTerbunden sein. In diesem Falle ist jeder 
der «1 frftlier gesShlten Wege eine Rundreise, da die Rfilckkelir sum 
Av^ngspunkte immer gestattet ist. Längs eines der so geRchlossenen 
Wege läfßt sich der Aiis^^angspunkt für eine weitere Enndreise aaf 
jeden der n Punktf» vnrscliieben und von diesem aus in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen zum Ausgaugspunkte isurückkehren. Die so ge- 
zahlten 2n Rundreisen fallen aber, wenn mnn von der VVaiil eines 
Ausgangspunktes und einer l)estimmte?i RiolituuL; «lanz abBieht, in eine 
einzige zusammen-, in diesem Sinne soll der Begnll der Kimdreise iiu 
folgenden Terstandoi werden* Danach giebt es liier; 

Rundreisen. 

2) Auch i'Qr die Rundreisen lül'st sich imter Wiederholinilg des 
zur Herleituug der Fonneln 1 eingeHcliliiiren<'n Hedankengan^je«« eine 
Rekursionsforuiel aldfiten und /.w;ir [fenau die frühere, wenn nur ifie 
Funktionen W statt Wegezahleu gewisser Komplexe nunmehr deren 
Rundreisezablen bedeuten. Ebenso wiiderliolen sich die fär Wege- 
Bahlen gegebeneu Formeln (lllj und ^IV) auch für Rundreisen. Dieser 
Umstand fthrt m einer höclist bemerkenswerten Folgerung: 

JEs ergiebt SM^ ftämUdL, dafs, wenn die W'efjegaJU irgend eines 
hdi^ngeit Kan^piexe» ^W(n-i) jeeksmoH die migch'örUje ZaSil vm Bmd- 
räse» darsM,^) 

Führt man ittr letzte JR(«) als Zeiehen ein, so gilt also: 

(vu) ij(„, = |Tr(,_,). 

In der That, ist dies fJir irgend einen Komplex nclitig, so inuls 
e!> auch für denjenigen gelten, der durch Hinzufügimg eines Büschels 
von a gleichartigen Geraden daraus entsteht, weil für Wege und Rund- 
reisen in die idymliehe Rekmsionsfonnd eingesetzt wird, nnd n in 
diesw nur anter den Argumenten der Funktionen yorkommi 

1) Dies ^It nur, wpnn <Hf Zah! der Punkfi' ätin KomplexßH n ist, nicht absr, 
wenn auch die auf die Geratknzahkn beeüglicbcu Argumente h enthalten. 
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Will man die Zahl aller nicht geschlossenen Wege ans W^m) ent- 
wickeln, 80 bedenke m«n, dab in W{mi jede Knndreise 2nmaL gezählt 
ist; also giebt es 

Ale Beispiel diene der Komplex, dessen Wp^ezahl durch Formel (V) 
gegeben ist Die Zahl der liundreisen dieses komplexes ist: 

')(»-8)i 

Die Zahl aller nicht geschloeseneu W^: Win,a) ^ nW{^^t^ 

= 2("7 ")(« - 2)! - 2»(""2"~*)(« - 3)! - 2(n - a - l)(n - 3)! a. 

Zar Prüfling dieses Resultates durch Af)/.:ililen an (mikm- Figur setze 
man n = 5, a = 1 ; man errechnet 0 Kundreisen und 12 offene Wege. 
In der That liefert Fig. 6 nur folgende Kundreisen: 



und die offenen Wege: 



15423 
14023 
13425 

13452 
13542 
14352 
14532 
15342 
15432 



14325 
13524 
1Ö324 

23451 
2P.541 
Möl 
24531 
25341 
25431 



6. Fannein für liumln /.<rn. — Hotraclitct mau eiueu von eiiieiii 
Punkte A ausstrahlenden öeradenbüschel irgeud eines Komplexes, st> 
kann Punkt A auf allen Rundreisen nur von solchen Punkten aus 
eneidit werden, nach welchen keine Gerade des 
Bfiseheb Unit Waldi man irgmd ein Paar solcher 
Punkte B and Q am zonSchst alle Randreisen su 
zählen, in denen Ä Ton B and C eingeschlossen 
ist^ so kann letzteres auf Grund folgender Umwand- ^* 
long des Komplexen geschehen: da dam Punkte A ng.(. 
seine Stelle eindeutig angewiesen ist, so kann er 
selbst mit sämtlichen Geradin des Rilsrhels getilgt werden; an dem fn 
umgebildet*^!! Komitlexe sind dami alle KundreiHen zu zählen, in denon 
B direkt auf (' folgt, eine Aufgabe, die durch Formel i\) gelöst 
wird. Da dieselbe Betrachtung auf jede» andere Punktepaar, zwischen 
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welches ^1 sicli eiuscliolteu lüist, Anwendung findet, so ist damit ein 
neues Rekursionsprinzip zur Zählung der Rundreisen eines Komplexes 
anfgeatelltb 

Es folgm einige Anwendniig^: 

1) Soll die Zdd der Rnndniaen des schon mehrfiMh bettaditeteii 
Komplexes Fig. 7 «nf diese neue Weise gewcmnen werden, so nüilt 
man hier soiäehsfc (« — « ^ 1) mit Ä nicht verhimdene Ptankte, die 

auf o fache Weiße zu zweien kombiniert werden können. Iii 

ebensoviflon Komplexen von n 1 unvcrbnndenen !Ninkt<»n, die man 
durcli Tilgung Tou Ä nebst dem Geradcubilschel erhält, sind deshalb 




>1g.T. Vit.». 



alle diejenigen Hnndreisen zu zählen, die Elemente je eines }ie8tinimten 
Punktepaares enthalten. Nun giebt es in einem jener Komplexe — 3)! 
solche Kundreisen, weshalb der Komplex Fig. 7 

Knndroieen in sich schlielBt, ein Ergebnis, das mit dem in Nr. 6 ge- 
fundenen übereinstimmt. 

2) Ebenso wird man bei Zählung der auf Fig. s nnigliehen Rund- 
reisen vieder aof ^'^'^'^^neooKompleie ge£Qhri, in denen dar Punkt 

A mit seinem GecBdenblisehel fdili In jedem dieser Komplexe giebt 
es naeh 1) 

Rundreisen, in denen Elemente eines bestimmten l'imktepajires der 
Schar von n — a — l Punkten enthalten sind, weshalb der Komplex 
Fig. 8 

RundreiMn gestattet 
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Daraus «igiebt sieli folgende Venllgameinenuig: 

3) Sind in einem Komplexe k Geradenbüschel mit den Geradeu- 
zahlen «j, o,, • •, so «geordnet, dafs die Strahlen des i-ten Büschels 
Endpunkte der Geraden des (i — l)ten verbiiulcu (Fig. tiy, so ist die 
Zahl der Rundreisen, wie man durch wiederholte Anwendung der vor- 
hergehenden Betrachtung findet: 

(K) ,.)-2*-("-r') r-r>"r*r*^>-"-»)' 

Hieraus läfst sich weiter ableiten, dal's ein Krmiplex, in welchem 
a Pnnkte allseitig mit einander verbunden sind, während alle übrigen 

tmyerbunden bleibeo, ^^"^"^a! (» — a — 1)1 Bundreiaen in noh 
aehliefst. 

4) In Fig. 10 zeri'allen die mit A nicht verbundenen Punkte in 






Mg.«. 



zwei Gruppen, einmal die gans unTerhondenen Pnnkte, (n — a — c — 1) 
itt Zahl, aodann die e Pniikte, von denen Oerade nach B binfllimn. 
Ä kann nnn treton 

«) zwiadhen swei Punkte der eisten Grappe. Solcher Rondnisen 

giebt es 80 viele, als detenin Komplexen vOTlumden sind, 

von denen jeder 

/n—b—e—9\ 



2Ä 



Rnudraieen enüült, abo im ganzen 2^^ 



'n — «— c l\/n — 6 — c — 3 



)(' 



')(»-B)! 



2 /\ 2 

ß) zwischen zwei Punkte der zweiten Gruppe. Hier findet man 

durch eine analoge Betrachtung — 5)! Hondreiaen. 

y) zwischen einen Punkt d«r eraten nnd einen der swe&ten Gruppe. 
Hier sind Kundreisen in c{n — a — c — 1) Komplexen zu zählen, 
zwischen deren (n — 1) Punkten (b + c) (xenide wie in Fig. 11 an- 
geordnet sind. Die gestrichelte Gerade bezieht sich auf das in jeder 
der an zählenden Eeisen vorhandene Memeutenpaar. Durch Anwendung 
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von Formel (I) findet man als ZaU d«r Rundreisen einea dieasr Kom- 
plexe: 

Durch Addition ergiebt sich die Zahl der Rundreisen anf Fig. 10, 

nämlich: 

+ [(._,_,_!)«+ 2Qf-' - 5). 

od^ Toreinfiielit: 

(« - . - 2)[(„ - a - c - + c{"-'-'-')},., - 5)1 

Wird n — a — 1 '-^ c, so Terein&cht sich der Ansdrack tai 

^('DC ^jC""^)'; anch durch folgende Überlegung zu ge- 

winnendes Ergebnis: 

Wie Punkt A nur von c Punkten aus zu erreichen ist, so Punkt 
B nur Ton (f» — 6 — c — anderen, awischen deren zweien er liegen 
mnb. L&ÜBt man daher Ä imd B beide weg und z&hlt w^;en Kom- 
bination der Punkte der geimnuten Scharen zu zweien iii Q^^** ^ o *^ ") 

KoTnpIfxen von (n 2) Punkten diejenigen lunidreisen, in doren jedem 
fii'' KJ riente zweier bestimmten, von einander getrennten Elementen- 
paare vt^rkommen, so wird man auf dasselbe Endergebnis geführt 

Daraus folgende Verallgemeinerung: Besitzt ein Komplex k Punkte, 
deren jedran ^e Gnippe rem Ptudcten zugeordnet werden kann, von 
denen er aUein erreiehbttr ist| wihrend im flbrigen von Ptmkt sn 
Punkt gaepnmgen werden kann, so uri^ wenn a^, a^, • ■ Ok die Zahl 
der Punkte in den k Gruppen ist, die Zahl der Rundreisoi: 

7. Anwatdmgm, — 1) Unter den SpesiaUaUen der betraohteten 
Auij^be ist wohl die, weldier auch VerfiMser seine Anr^^g Terdankt, 
die EVage nach der Anzahl der BSsselsprQnge auf dem 64Hfeldrig«k 
Schachbrett, die interessanteste. Aach hier unterscheidet man iiu- 
geschloHsene Wege und Rundreisen, je nachdem nämlich das letzte 
Feld eines Rösselspnmges einen Sprung auf das Anfangsfeld zurück 
gestattet oder nicht. Der Komplex enthält in diesem Falle /wischfin 
seinen 64 Punkten 1H4H Gerade in bestimmter, durch die Lagenver 
hältnisse des Schachbretts und die Gaugart des Springers gegebener 
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AiLOrdiHingylind die ZShlang der BÖMeliinrQiige ist of^bar mit der Frage 

nach der Zahl der Wege nnd Rundreisen diesee Komplexes identisch, 
köimte also aaoh mit den Rekursionsmitt^ln der voranstehMideii Unter- 
suchungen, sogar auf verschiedenfach p Art, in Angriff gonommen werden. 
Es scheint jedoch unter »Icn gehotenen Wegen keiner vorliandeu zu 
sein, auf welchem sich (itr 'Tang der Rechnung oinfarh geuug gestaltet. 
Zeigen doch die in Nr. 4 und 6 hehandcltcn liuispiele, in welchem 
Alaläe die Formeln sich oft schon kunipliziertn, wenn nur einige 
Scharen gleichartiger Geradem im Komplex vorhanden sind. 

VieUeieht empfiehlt sieh folgender Weg oder kann all Fingerzeig 
anr AnfBndong eines noch beeser abkünsenden Verfiihrens dienen: 

Da dem Springer ein Sprung awisdiMi i^nch&rbigen Fddem 
des Brettes nidit geataM ist, so stelle man, den wnlaen und den 
sohwaizen Fddem entiq[»reohend, die Punkte des Komplexes in zwei 
Ghnippen von je 32 zusammen und verbinde die samtlichen je einer 
Gnippe angehörigen Punkte durch alle zwischen ihnen möglichen Ge- 
raden. Die Zahl der Wege dieses Komplezea ist ^[^yj ij «ud die der 

Rnndreisen: ^[(2^)-]*- '^^^ ^ diesen Komplex bSb Avm- 

gaugskumplex weitere Büschel gleichartiger oder ungleichartiger Ge- 
raden ein, so lassen sich die zu den nacheinander entstehenden Kom- 
plexen gehörigen Wege nnd Rundreisen mittels des im zweiten Teil 
unter Nr> 6 »tt%Mtellten Kekursionsprinzipes durch Formeln ermitteln, 
die nidit komplisi«rter ansfiillen, als wenn man Ton einem Komplex 
mit unverbundenen Punkten seinen Ausgang nimmt. Der Zahl der 
Punkte einer Gruppe entsprechend würde man nach 32 Beknnionen, 
die sich freilich bald verwickelt gestalten, am Ziele anlangen. Auch 
würden in jede der nacheinander auftretenden Formeln Snhstitntionen 
aus den vorangehenden zu inaehen sein, immerhin ein sehr mühsames 
nnd trotz einiger Vorteile, die luau dabei beobachten kann, überaus 
liuigwieriges Verfahren, zu dem mau sich erst enischlielaen wird, wenn 
sich kein kürzerer Weg zum Ziele erschliefst. 

2) Wahrend der bisher befolgte Gedankengang die Kennzeichnung 
der nicht au beschreitenden Elementenpaare durch Gerade erforderte, 
wird diese Darstellungaweise unübersichtlioh, wenn zwisoheoa den 
Punkten eines Komplexes TerhSltnismlUirig nur wenig Sprünge gestattet 
sind. Bei Behandlung des lotsten BeBspides wird folgende, etwas tct- 
anderte übersichtlicher sein; 

In Figur 12 sollen die gestrichelten Linien die einzigen zu den 
Punkten und P, führenden Zugänge bedeuten, während zwischen 
den Punkten A, A^f . . . und B, l^t aUe Sprünge gestattet 
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«ein sollen. Denkt man sich aoleher Punkte wie -P^ und P, noch 
andere mit a,, a^^ • • Au^^ingen zur Figiir hinzu, so ergieht sich 
die Zahl der Bnndreiaen at» Formel (X), oder ahgekfirzt ist aie gleich 



2* '(X) •/•(»-«* -1)1 




In wierielen Ton diesen Beieen ist da« Elementmipaar AB YOrhanden? 
Man kann folgende Gmppen unterscheiden: 

a) solche Rundreisen, in denen die Punkt- 

fclgp T\.\1^r^ in (lirekt«nn odfr umgekehrtem 
kSiune vorkommt; deren giebt es: 

(A) 2*-«(o, - - 1) ./■•(«- 2* - 2)» 

solche, in denen daa Elnoient^paar 
APi nicht vorkommt, dadurch an zihlen, dab 
man unter Tilgung der Geraden AF^ daa Ele- 
mentenpaar AB m Punkt B vereinigt Aua 
jeder Rundreise des neuen Komplexes ergiebt 
sich eine der hier zu zählenden Reisen, wenn 
man .1 ueben B fiuschl»-!)!. (Für die HtMScn, 
die nicht von B nw-h P führen, k;mii immer 
ein bestimmtei^ Wcgclcnicut des Paares AB, 
etwa stets AB, eingeschoben werden, wodimli (.laiin die Ziililun^ der 
Reisen mit dem auderen Wegelemeut BA auf die dritte Gruppe eut- 
fSlli) So ergeben sich weitere: 

(B) 2*-'(«'-*)(J)./-.(ii-2*-2)I 
Rundieiaan. 

y) endlich soleha, wo daa Elementenpaar BP, fdiit, in der 
Anzahl: 

(C) ^-Xi){''-').f.(n-U-i)\ 

Durch Addition von (A), (B), (C) gelangt man zu der Zahl von 

2*-«(% - l)«(a, - 1)« ./••(«- 2* - 2)» 

Bundreiaen, welche sich, wenn »i — 2 iet^ zu 2'^~*(a| — !)*• f* (» — 2Ä; 2) ! 
▼erein&cht Im letsteren FaUe kann keine der gezahlten Rundreisen 
ein anderes von A nach einem der Punkte 7:^,, B^, • • ■ führendes Ele* 
mentenpaar enthalten, da sonst P| nicht in die Beise eingeschlossen 

weiden könnte. 

Daher fjieht es anf Fig. 13, die man sieh um die Punkte mit. 
(*it * - 0 * Ausgängen erweitert denken uiuXs, wenn stets ems der duich 
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Pfeile hervorgehobenen von Ä ausgeheudeu Elementenpaare bereist 
werden soll, im ganzen 



(XI) 2* 



ßondreiseu. Subtrahiert man dies von (X), so erhält mau in 



alle Rnndrpisen, in denen die dtirch Pfeile gekenmiieicluiet«! £llementen- 

l^aare nicht heschritten werden sollen. 

Formel (XII; reicht aus zur Behandlung folgenden Beispiels: iSoUeu 
in den auf Fig. 14 zu zählenden Rundreisen alle durch Pfeüe be- 
zeichneten Klementenpaare fehlen, an giebi es deren 432(J nach (XII). 





Um von dieser Zahi noch «üe Rundreisen mit dem Elementeii- 

paar GC auszuschliefsen, mOssen diese gezühlt werden, zu welchem 
Zwecke folo;ende neuen Figuren aus Fig. 14 entwickelt werden: die- 
jenigen Reisen, welche von G über C nicht nach weiterfuhren, 
können an Fig. 15ß, wo Punkt C unter {gleichzeitiger Verlegung einer 
Pfeilrichtuüg mit Punkt G vereinigt ist, in der vorigen Weise gezählt 
werden; die von F über G, C, nach D führenden Reisen zählt 
man an FSg. l&b, woiin die Verbindung zwiadien den Punkten F nnd 
D über einen angeschobenen Punkt X hinweg eine leiditoe An- 
wendung der wegen TO er- 
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veitemdea Fixrmel (XII) ermSglieht; Fig. 15c endlieh dient «ntapieclittiid 
snr Zählimg der Ton F über nadi Cr, und E ftthmtden 




\ / 

> / 

Vr> 

/ 

Fig. IS«. 

Für Flg. 15a fandeu aich 264, für Fig. 15b 132 uad für Fig. löc 
168, zuBammen 5t>4 Eundreisen. 

Auf dieselbe Weise wurden uUe die Elemeiiteupaan« (tE, (tB 
und GK euthAlteudcu fiundreisen der Fig. 14 gezählt uud tür sie 




Pig. iSb. PIg. U<u 



snaammen mit dm 564 die Zfthl Ton 2004 ermittelt. Subtrahiert mau 
dieae Ton den früher gesihlten 4820, so bleiben 2816 Bimdreiaen übri|^ 
in denen euch nodi die vier genanntoi von & anegehenden Elementen- 
paare der Pig. 14 fehlen. 

Unter dieeen 2816 Randrusen sind, wie aidi bei Portsetsung dea 
nimmehr komplisierter werdenden Verfiihr^ heransateUt^ wied^ 108^ 
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in denen die von B aasgehend^ Blementenpaare BE, BH und BK 
entlialteii sind, so dab sich 0chlieifilk3i ib Zalil aller Bnmdietteii der 




Fig. 16, anf welcher alle Sprünge swischeB den Punkten Bj ,.^K 
mit Ansnalune der durch Pfeile gekemiMidmetai geeiattet sein aollen, 
die Zahl Ton 1232 findet 

H&nehen-Gladbach, doi 21. Jannar 1901. 



Übor eine Permutationsaufgabe. 

Von 0. Lakbsbebo in Heidelbezg. 

Die Anzahl der Permutationen von n Eleineuten, unter denen 
sich Ol gleiche Elemente einer, Elemente einer zweiten, . . a, 
Elemente einer yten Aii befindm^ iel beksnntlieh 

»1 

IIC|] ttgl • Clyl 

Sielii man femer zwei Pennutetionen als idMitiaeli au, die aiu ein- 
ander dvureli cykUaclie VerfeanBehung heiroigehen und sich daher nicht 
Ton einander nntersoheiden, wenn man die Elemente in einem Kreise 
anordnet^ so erhalt man, falls n eine Fnnumhl ist, die Anzahl dieser 
„Kreispermutationen'' aus der vorher angegebenen einfach dureh 
Division mit wie Gaufs in seinem Beweise des Fermat sehen 
Lehrsatzes gezeigt hat (Disqu. aritlmi. 41V Schwieriger wird die Be- 
stiinnnmg der Anzahl der Kreisjx'rmutationeu bei Aufhebung aller Ein- 
schränkungen für die Zalilen v, «j, «„, «, . 

Ist (f irgend ein gemeiiiscliat'tliclu'r Tcih-r dn- Ziililca «j, «j, . . ., a», 
so bedürleu wir im folgenden für die Bestimmung der Anzahl der 
Kreispermutationen der Ausdrücke 



(A) t(d) - 



CtY (-.rY ■ ■ ■ {tV 



wobei die Bezeichnnng (iaranf hinweisen soll, dafs a^, Oj, . . als 
gegeben und darum fest, (/ allein als Ycräuderungsfähig angesehen wird. Ist 
nun . . . — i irgend eine der zu bildenden ^f'(l) Permutationen, 

und unterwirU man dieselbe einer i'olge cjklischer Vertauschuugeu, 
so erhält man entweder n Tersohiedene Pomutationen, oder aber es 

kehrt schon nach | cyklisclien Vertaiisehnngen die Anfangspermuta- 
tion wieder. Im ersten Falle entspricht t incm Komplexe von n, im 
zweiten einem Kon^dexe Ton -j irerschiedenen Penantationan eine 

einzige Kraispeainutation. Betrachtet mau den zweiten, allgemeineren 
Fall genauer, so erkennt man leicht^ dafs die Pennutation in d idoitisehe 

sich wiederholende Teilpennutationeik Ton je ^ Momenten aerlegt werden 

karnn; die Zahl d mufa somit ein Teiler von a^, a^, ...^a,, also auch Ton n 
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seiii. Zn jeder P«niiiitaÜon gelidrt aomit eine beetimmte Zahl d, welfibe 
vir den ^^ideait der JPtmmkUioiif* nennen wollen, und weldie definiert 
werden kann ab die grSJMie Anzahl identischer Teilpermntiitionpn, in 
welche die gegebene Permntation zerlegt werden kann. Wir wollen 
die Anzahl der gewöhnlichen Permutationen, welche zum Index d ge- 
liören, mit %{d) bezeichnen; da in einer Kreispermntation vom Index d 

immer -j gewöhnliehe Permntationen zoBaxomengefidlMi nnd, so ist 
X(d) doroh teüber. Die geenehte Fermntationassahl P ist elso 

(B) P-i^äiid), 

d 

worin die Summe aber alle gemeinschafllidien Teiler d TOn i^, i^, . . u, 

tXK erstreckeu ist. 

Znr Bestimmung der Funktion ^Ihrt nun die folgende Über- 
legung. Der Deünition zufolge ist 

(1) ^'«W-^W' 

Allgemeiner aber erkennt man, dab, wenn ö irgend einen gemein- 
aehafüiohen Teiler von 0%, . . bedentet, die Gleichung gilt: 

(2) ^%{d) = m> 

worin die Sktmune Über diejenigen gemeinBchaltlidien Teiler d von 
oj, o,, . . ^ «V an erstrecken ist, welche VieUMhe von H sind. In der 
That stellt die Snmme auf der linken Seite der Gleiehnng (2) die An- 
zahl aller Permntationen dar, welche sieb in d identische Teilpermuta- 
tionen zerlegen lassen; jede dieser Teilpennntationen erhält man aber, 
indem man jede der v Arten gleicher Elemente in d Teilsysteme ser- 

legt und ans diesen Teilsystemen, die ans y Elementen, namlieh ans 

Elementen erster, 4'- Elementen zweiter, ■ ■ •, Elementen vter 
o o ' ' o 

Art bestehen, die Permutatiouen bildet, deren Anzalil ja ?/•(()) ist. 

Die Gleichungen (1) und (2) genügen zur Berechnung von 

man findet so, wie beiläufig erwähnt sein mag, 

tl 

worin 8 alle Zahlen zn dnrchlanfen hat, fQr welche dd ein gemein- 
schaftlicher Teiler von a^, «j, . . a, wird, und «j ein Synibol be- 
deutet, welches den Wert Null erhält, wenn d mehrere gleiche Prim- 

AraUr dw MatbrawUlc «nd P^iik. ID. a«ilM. Ui. 11 
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&ktoTeii «ntlialiy und den Wert (— wenn 9 «ob if nugleicheoi 

Ihrimfaktoren zoBammengesetet ist. 

Man kann aber auch aus den Gleichungen (1) ond (2) direikt zur 

Bestimmung der die Zahl P darsteUeuden Summe gelangen, wenn man 
berücksichtigt, dafs ftr die in der Zablentheorie benutzte 97 -Funktion 
die Gleichung güt d^^<p(d), 

Od 

wobei in der Summe 8 alle Teiler Ton d durchläuft. Hiernach folgt 
oder bei Umkehnmg d«r Summationafolge: 

worin 8 alle gemeinadiaftlidieii Teiler von a^, u^, . . a^, d aber nur 
diejenigen, welche Yiel&che Tom d sind, zn dnrdilaiifen hat. Mit Be- 
nutzung TOn (2) erhalt man abo die gewünschte Amsahlbeetimmttng 
in fönender Geetalt, welche von allen die einfiichste ist, 

(C) P=i^5P(rf)^(rf), 

t 

worin also d alle gemeinschaftlidien Teiler von 01,0^...,», dnroh- 
lanft, ^{(S) die Anaahl der &]ilen bedeutet, welche m d teilerfremd 
imd nicht grSfaer als & sind, und die Pemutationssahl ^(d) durch die 
Gleichung (A) erklart ist; da P eine ganae Zahl ist^ so ist die Summe 
stets durch n teilbar. 

Ist a. B. ♦» — 8, = a, = 4, 80 ist d == 1, 2, 4, 
9(d) - 1, 1, 2, ^(d) 70, G, 2, 
also P= »(70 + 6 + 4)-10. 

Heidelberg, den 30. AprU 1901. 



Zusatz. Durch da« ktindich endd«nene ^Lehrbuch der KombinaUMdk^ dea 
Herrn E. Netto (Leipzig 1901; § 121) wurde ich nachtrilglich darauf aofiaerknitt, 
dafs der Gegenstand dieser Note bereits IH'J'i von Herrn E. Jahlonxki in einer 
gröfseren Abhandlung, die ich zur Zeit nicht kannte, untersucht worden ist. (Theorie 
des penmttntious et des arrangemcnts circulaircs compicts; Liouv. J. (4), 8, 
p n:?! SIO Der Vorfasaer bestitomt im tTHlen Teile der Arbeit die Permutations- 
zahl P in speziellen FiUlcn und gelangt im zwcitcu auch zu der allgemeinen Formel (( '), 
welche alle firttheren mufa&l; das gefundene Resultat ist also nicht mehr neu, aber 
die hier gegebene Ableitung ist viel einfacher als die der erwähnten Abhandlang. 

Heidelberg, den 90. li&n 190S. 
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Die partieiien DiÜereatialgleiohungeQ der Matiiematisohea Physik. 
Nach Biemanns Vmlemmgtia in vi«ii«r Anflage n«a beaibeitat von 
Heinrich Weber. Brannsohweig 190(^—1901, Friedrieh View^ und 

Sohn. Zwei Bünde. XVITT n 506, XTT u. r>27 R. pr. 

Es ist oirii- in der deutschen matlieniatisclien Littoratur sehr soUoni- 
Erscheiuuug, dafä hüi Furscher orsten Kuuges ein Handbuch oder Lehrbuch 
eines Teiles seiner Wissensohaft puhliziert. Wenn sie eintritt, so bewirict 
sie eine Befruchtung des Studiums derjenigen fienerationen von Studierenden, 
die das Glück haben, durch solche Lehrbücher geleitet werden zu könnon, 
£in derartiges Handbuch bilden die vorliegendea Voriesongen des berühmten 
VerfiMsen, der flbr dasselbe den Titel einer rieiten Auflage der Biemannsciien 
Vorlesungpii üb«r putielle Differentialgleichungen gewählt, in Wirklichkeit 
aber ein durchaus neues, ihm pip'entflnilicli zugelu'irigt'S Werk ppschaffeii liat. 
Seit dem Jahre 1869, in welchem die bekannten Kiemannseben Vorlesungen 
«um ersten Male durch Hattendorff verSifentlicht wurden, hat die mathe- 
matisehe Physik, Yovnflhmlicb nach der Seite der Ekktriritatslehre, aber 
auch nach anderen Hirhtungon. so umtü<;«;onfl<' Vcrändenuig^rn ihrrr da- 
maligen Uestalt erlitten, dals in der Weberschen Neuarbcit kaum noch 
Sparen der Riem ann sehen Vorarbeit zu entdecken sind. 

Das Werk selbst serföllt in zwei Bftnde, jeder Band in BUcher, der 
erste in drei, dfi- /woite in fünf Bücher, jedf^s Buch in Ahsilmittc. 

Das orstr- Buch des ei"8ten Bandes trägt die Lberschritt: Analytische 
Hiii'ämiltel und umfaikt acht Abscluiitie: Bestimmte Integrale, Fourierschcr 
Ijdursats, unendliche Beihen, Fouriersche B«hen, mehrfache Integrale, 
Funktionen komplexer Argumente, Differentialgleichungen, Besseische Funk- 
tionen. Alle diese Hilfsmittel werden in orif^naler und meisterhafter Dar- 
stellung vorgelegt, aber auch mit einer Knappheit, welche als ein Vorzug 
des Werltes su betraohten ist, da sie das Nadidenken d« Lesen daumnd 
wach erh&lt, und seUiebHch stete die Übereinstimmung mit der Ausdrucks, 
weise des Autors erzwingt. 

Das zweite Buch behandelt die geometrischen und mechanischen Grund- 
Bttse in den Abschnitten: Lineare infinitesimale Deformation, Vektoren, 
Potentiale, Beispiele zum Potential, Kugelfnnktionen, Überblick Aber die 

Grundsätze der Mechanik. 

Im dritten Buche tinden sich die Abschnitte: Elektrostatik, Probleme 
der Elektrostatik, Magnetismus, Elektrolrinetik, Elektrolytische Leitung, 
Stationäre elektrische SMme, Strömung der Elektrizität in Platten, Strömung 
der Slektriritftt im Baume, Elektrolytische Verschiebungen. Dieses Bo^ 

tx* 
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enthlUt die Herleitung der Maxwell sehen Olciihungea und stete BBb- 
weisungen auf die modernen Theorien der Elektmiiät. 

Die fBnf Bücher des sweiien Bandes teilen sich wiederum in einzelne 
Abschnitte, 'deren Übersicbt aulli neue die grobe Beiehbaltigkeit des cum 
Voiirag' gcbracliU'n Stoffes erjjfben wird. 

Das ei-st« Bu(;h ontluilt Hilfsmittel aus der Analysis, deren iiici.storhafte 
und knappe Darsteliuug abermals zu bewundern i^t. Die eiuzelueu Abschnitte 
deBnelben behandelii die Litegration durch hjpeige(mietriaehe Beiheii) die 
Integration durch bestimmte Integrale , die P-FuiÄtion Ton Biemann, die 
OaziUationstheoremp, 

Das zweit« Buch handelt von der Wärmeleitung, und zeriUUt in die 
Abschnitte: Sie IHffemtialgleidinng der Wbmeleittmg, Probleme der Wirme- 
leitung, die nur von einer Koordinate abhingig sind, Winneleittmg in der 
Kugel. 

im dritten Buche wird die Elastizitiitstheorie vorgetragen, nach den 
Absofanitfcen gegliedert: Allgemtine Hieorie der Elastintat, statische Pttibleme, 
Druck auf eine elastische Unterlage, Bewegung der gespannten Saiten, die 
Biemannsche Integrationsmethode, Schwingungen einer Membran, allgemeine 
Theorie der schwingenden Membran. 

In dem vierten Bncbe, das die elektrischen Schwingungen behandelt, 
ginuifs der Max well sehen Theorie, finden wir die Abschnitte: ElektriBche 
Wellen, lineare elolitrlscliH Ströme. Reflexion elektrischer SoIuvingTinpen. 

Das fünfte und letzte Buch schliefslich enthalt die Theorie der Hydro 
djnamik und lunfafst die Abschnitte: Allgemeine Grundsätze, Bewegung 
eines starren KOrpers in einer FlUsrif^it (hydrodynamischer Teil), Bewegung 
eines festen Körpers in einer Flüssigkeit (mechanischer Teil), unstete Be- 
wegtmg von Flüssifrlcciten, Foiipflaozung Ton Stöben in einem Gase, Luft- 
»chwinguugcn von eudiicher Amplitude. 

Aus dieson Yeneiehnis des flberaos reiche Lihaltes des Werkes ist 
m erkennen, welche umfangreichen Gebiete der mathematischen Physik der 
Herr Verfasser zum Vortrage bringt, mit Berücksitlitiguii^' der modernsten 
Anschauungen und Hilfsmittel , aber in originaler, sü euger und mustergiltiger 
Daratdlnng. Der Herr Verfasser hat in der Einleitung des Werkes besonders 
hervorgehoben, dafs dasselbe kein physikalisches Lehrbuch sein soll, sondern 
seinen Schwerpunk* in die mathematische Behandlung der einzelnen Pro-, 
bleme legen will. Die kurzen Entwickelungen der einzelnen physikalischen 
Theorien machen keinen Anspnu^ auf VoUstfindigkeii — Wir haben ge- 
glaubt, einer Beibringung von Beispielen der Behandlung einzelner Probleme, 
die uns mannigfache Belehntng bot, altselu-n zu sollen, da wir die Bmpfindung 
haben, dafs das Werk über unserem Lobe steht. 

Gharlottenburg. J. Weimoa&tbn. 



Heinrieh Müller. Die Mathematik auf den aymuasieu und Beal- 
aohiilesi. Erster Teil: Die üntmtuft. II. Aul. Leipzig 1902, B. O. 
Teubncr. Ausgabe A: Für Gymnasien und Pt o g y mnasien. Ausgabe B: 

Für reale Anstalten und Reformschulon. 

Das Aufsero hat bei dem neuen Verlage in Bezug auf die Figuren 
gewonnen. Doch sind dringend noch weitere Verbesserungen nütig (^beson- 
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ders Fig. ü, 142—144, 154—157). Beferent mSchte, sUti hier Mif 

Eiii/r-lheiten einzugehen, darauf hinweisen, dafs sich leider älmlidk numgel- 
hafte Figuren nicht selten in Solmlbikborn finden. Die Figuren eines 
Schulbuches sollen aber mehr sein als Skizzen j sie sollen zupleieh vorbildlich 
sein und die SchtUer anregen^ auch ihrerseits recht sorglältig zu zeichnen. 
Audi in Benig auf die Figuren ist daa Beete fitr muere SclHtter nnr gerade 
gut penug. 

Die StofFausvrahl , seine Anordnung und öesamtbehundlung zeigen die 
geschickt« liaud des ori'ahrenou Schulmaunes. Hervorgehoben sei, dais sich 
nhlruehe ÜbungsbeiBpiele faden, imd dab dieee andi in der Geometrie an 
bestimmte Zahlen geknüpft sind und so leicht zu der oben hervorgehobenen 
Wertschätzung recht exakten Zeieliiiens hinleiten können. Nicht glücklich 
ist die Behandlung der abgekürzten Dezimalbruchrecbnaug A S. 110/1, 
B 8. 116/6. Es inrd aar die Multiplikation und DiTieion hehandelt. Die 
Multiplikanden der Teilprodukte sind stets untere Grenzwerte.") Ein solcher 
i.st dfinn nuch d&s Gesamt produkt, während der Quotient al.s oberer Grenz- 
wert erscheint. Müllers Yertahren vergröüsert im Vergleich mit dem sonst 
QbHehen die Fehlergreue und ist durohaiu nieht m empfehlen. Dafr die 
S. angegebene Felilergrenze falsch ist, zeigt der Vri f isser seihet duTCfa 

sein Beispiel, f^ein Produkt ist 234, i:V>; dabei soll der Felder „weniger 
als die Hälfte einer Einheit der letzten Ött3lle^' sein. Der Fehler beträgt aber, 
da der genaue Wert 234,138 748 38 ist, 1,748 38 Einheiten der letzten 
Stette. In der Ausgabe B ist Ahachnitt lY S. 167—199 flr die Beform- 
pynma.sien übei-flüssig. Die Stereometrie ist in den Beformgymnasion erst in 
Prima zu behandeln, wenn aueh sonst infolge der in Sekunda und Prima 
nun dueh verkiir2teu Ötundeuzahl die Pensen leider nach unten verschoben 
werden mlluen. Vieileichtt ist im Bedtirfius&lle hier die Einiiditung einer 
dritten Ausgabe C zu er wä g en , da sieh der stereometrisehe Abedmitt ja 
leicht abtrennen läfst. 

In der Ausdrucksweise strebt der Verfasser Überall nach Klarheit und 
Einfadiheit unter thnnliohster Termeidung vom Fremdwifrteni. 8. 4 wHre wohl 
„Halbstrahl^* (vgl. Boye, Geom. d. Lage S. 19) statt „Strahl" angemessener. 
Die gegebene ErklUrung des Strahls, die man vielfach findet, pafst zwar 
allein zum Ursprung des Wortes, reicht aber schon in der Schulgeometrie 
nicht aus. In den Bemericungen Uber die Bezeiehnong der Zahlen A 8. 91, 
B S. !I6 vermifst Referent die Hervorhebung des Begriffes „Positionssyst^m". 
Die Unterscheidung zwischen Dezimalzahl n:'.d Dezimalbruch A S. 109/110, 
B S. 114/115 möchte Beferent nicht emptehion, noch weniger aber den 
Ausdruck „ausfabrbai^ A. 8. 121, B 8. 136. 

Einige Dmckfdüer und dem gleich sa achtende Unebenheiten werden 
sich leicht beseitigen lassen. 

SchOneberg b. Berlin. Ernst Kquaicb. 



1) £« ist AbJcOrsangsart 1 8. 6 in der Programmabhandlung 1898 der Beal- 
Bchule an SdiUiiebeig. 
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Hilller und M. Kntiflwsky. Sammliuig von Anüptbrni §m der 

Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. IT. Tnil. Ausgabe A 
für (lyinnasicn; Ausgabe B für reale Aastalten und lioformschalen. 
Leipzig und Berlin 1902, B. G. Teubner. 

Das in neaerer Zeit mehrfach hervorgelawiene Bestreben , den mathe- 
m&tucken Unterricht durch Anfgabensaiiunlungen /n förderOf welche sich 
auf das gpfamtc in den nüttk'ron uml nl- rcn Klassen imserpr höhorpu 
Schulen notwendige Übungsmaterial erstteckeu, itst nicht nur für die Schüler, 
sondern sieheiüeh aneh ftr den Lehrer von praktischem Nutzen, wShrend 
zugleieh dadmch dem Konzentrationsprinzip Vorschub geleistet werden 
Icann. Vi n dipseni Standpunkte ans ist das Erscheinen des zweiten Teils 
dieser Sauimluug duichaus zu billigen, obwohl an Aufgaben ttlr die ein- 
zelnen, im Titel genannten Disziplinen kein Mangel herrscht. Da Ausgabe A 
als TwkflRter Abdmdi der Ausgabe B angesehen werden kaon, so gmflgt 
08, letetere allein zu besprccben. 

An den Gesichtspunkten, nueh denen die Sammlung in ihrem ersten 
Teile angelegt wurde, ist mit liecht auch hier festgehalten wordt*n. 

Dafe die Verf. einen grofsen Teil der Aufgaben nicht selbstSadig er- 
dacht, somdem an bekannte spezielle Sammlungen sich angelehnt haben, 
kann ihnen nicht zum Vorwurf gemacht werden. Ref. hätte socar p*»- 
wünscht, da£s sie darin noch weiter, als es der Fall ist, gegangen wären. 
Pftr eine methodische Venurbeitung von Aufgaben x. B. ttber Maxima und 
Minima, welche das herangezogene Lüdtkesche Programm (iRcrlohn 1898) 
nicht liefern will, wäre die Selirift von A. Maurer (Berlin 1807, 
J. Springer) nützlicher gewesen, welche Lüdtkc ja auch nicht unbenutzt 
gelassen hat Physikalische Aufgaben, Ober deren Bedeutung für den 
rechnenden üntenicht kein Zweifel herrscht, fehlen im zweiten Abschnitt 
gSnzlicli, Und welche Fülle von Üliungsbeispielen bietet gerade die Physik 
der Trigonometrie dar! im H. Kapitel Nr. 1 2 wird z, B. die Gleichung 

a s'xnx -\- b cos x = c 

behandelt. Hier lag e«; doch nahe, Aufgaben «Tis der Lehre von der 
Reibung heranzuziehen, zumal da in einer Anmerktmg durch eine Substitu- 
tioUf welche die Gleichung 2. Grades umgehen lehrt, geradezu der sogenannte 
Beibungswinkel eingeführt worden ist. Da die Verf. eine systematische Ver- 
wendung der aus der Natiirlehre bekannten That'^achpn, besonders der 
physikalischen Gesetze, zum Ziele sich gesetzt iiaben, so wäre es wünschens- 
wert, dab die Aufgaben den in den Pensen vorgeschriebenen Gebieten sieh 
enger anschlössen ; es sollte das Nützliche vtm. dem Unndtigen noch mehr 
getrennt werden, besomiers ;ilier dann, wenn die Oevet/e einem arith- 
metischen Ausdruck zulieb aus zwar guten, aber älteren Lehrbüchern her- 
geholt werden müssen (vgl. 8. 63, Fufsnote). Das bei den YerL beliebte 
Zitieren von Lehrbflchem sollte flberhaupt in solchen Aufgabensammlungen 
vermieden werden. 

Um das Werk den neuesten IjohrplUneu anzupassen, haben die 
Verf. aus dem ersten Teil diejenigen Gebiete heiübcrgcnommen, welche 
von dem Fensum der ünterseknnda getramt und den^enigm der Ober- 
sekunda einverleibt worden sind. Hierbei hätte aber noch sorgfältigere 
Kritik gefibt oder mehr aasgemerzt werden müssen, als es geschehen ist 
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(vgl. bps. die Gleichungen auf S. 3). Ferner sind bekanntlich durch die 
Lt'lirpliine Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung zuni (Jegenstande 
des Unterrichts wieder gemacht worden. Ref. hätte gerade hier eine 
grOlkero l^ebeilägkeit in den Aufgaben gewOnaclit, um diese Kapitel dem 
LenfemdMi idmiacUi^ zn machen, und um den Nutzen dieser Disziplinen den- 
jenigen vor Augen zn bringen, welche von der Wiedereinführung derselben 
sich keinen Erfolg versprechen. £ndlich ist zu bemerken, dals die ana* 
lytiflche Geometrie im 4. Abschnitt «war herangezogen ist, daß es sieb aber 
nicht rechtfertigen läfät, wonii für Kealanstalten (Ausgabe B) der Stoflf in 
demselben Mafse wie für das (J^ iimasium (Auspnbp .\ ) hrrry^nyA wird. 

Zum Schlufs sei besonders hervorgehoben, dafs dieser zweite Teil gegen 
den erstoi durch die veiliftUnismifUg verBchwtndende Zahl iroa BmckfiBblem 
sidi ▼cnteilhaft abhebt, 

Berlin. H. Onra. 



H. Fenkner. AJÜiSbmMMt» Au^bem. Unter besonderer Berücksich- 
ti^un? von Anwendungen aus f\cm Gf^biote der Geometrie, Physik und 
Chemie. Ausgabe A, vornehmlich für den Gebrauch in Gjnuiasien, Real- 
gymnasien und Obemalscinilen. Teil I: Fensum der Untertertia, Ober- 
tertia und ünterBakvnda. 4. durebgesebene Auflage. Berlin 1901, 
0. Salle. 

Füi' den Wert dieser Sammlung spricht gewifs die Tbatssache, dafa 
seit Ende 1S89 bereits die 4. Auflage erschienen ist Obgleich das Buch 
ein ToUstSndigesLebrbttcb der Algebra nioht ersetsen soll, weil „die Beweise der 
den Aufgabengruppen voraufgehenden Lehrsütze vielfach nur durch Anwen- 
dung auf Zahlenbeispif Ii" r ' iruitort sind", so hlWi Ref. ps dennüch tih- üI k r 
flüssig, ein Lehrbuch uebuu dieser Sammlung einzuführen. Duich die 
höchst geschickte Anordnung des Stolfes und die Vielseitigkeit der An- 
wendungen wird das Werk einen hervorragenden Flati unter den neueren 
methodischen Aufgabensammlongen bewahren. 

Berlin. H. Oma. 



T. BjerklK'i^. VorleBnngen über hydrodynamieche Femkrftfte nach 
C. A. Bjerknes' Theorie. Bd. L 338 S. mit 40 Figuren im Text 
Leipzig 1900, J. A. Barth. 

Das Torliegende Bueh ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die V.Bj erknes, 
der Sohn und Tiel|)8hzige Mitarbeiter von C. A. Bjerknes, tlber die Usber 
nicht im Zusammenhange publizierten Untersuchungen dts letzteren an der 
Universität Stockholm gehalten hat C. A. Bjerknes wurde bei seinen 
hydrodynamisehen UnteESodrangen von dem Gesidit^nnkte geleitet, da6 man, 
mn sirh >'iri /.usanunenhJbigendes Bild von den phjsikaliBcben Ersrlu<inungen 
— insbesondere den elektromagnetisrhen — zu marbon. füiscllicn darchweg 
auf mechtutisdte Vorgänge reduzieren müsse, \ud dafs dabei die Femkräfte 
auf die unserem Tonrtellttngsyermögen vertrauteren BerOhrungskräfte zurück* 
lUfBloan seien. Zu diesem Zwecke wird ein raumerfOllendes Medium an- 
genommen, df'jii die Eigenschaften einer hoino fronen, reibungslosen, inkom- 
pressiblen Flüssigkeit beigelegt werden. Li dieser Flüssigkeit denkt sich 
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Bjerknes ein System von beliebig vielen Kugtiin schwimmend, welche auTHer 
Tnii8latioBBb«wegmig«ii «ach KonlaraiktioiM^ lud Expansioiisbevegiuigen aoB- 
fOlaWk kQnnen. Die Kugeln werden üch dann durch Yermittelung der Be- 
wegungen der Flüssigkeit gegenseitig beeinflussen, und ein Beobachter, 
welcher wohl die Kugeln, aber nicht die FlÜÄsigkeit wahrnehmen kann, wird 
Um Eindradc haben, da& die enteren Fernkräfte anf einander ansClb«!. 
Dia eingehende Untersurhtiii^ diosor scheinbamn Feiiikräfte bildet den Inhalt 
dos vorliegenden Buelios. Ganz abgesehen von den sich dabei ergebpuden 
Analogien zu den elektrischen und magnetischen Wirkungen ist die Unter- 
snchnng an rieh Yon TutentM als ein voOBtitaicUg dfirehgefllkrtes Beiqpiel 
zu dem von H. Hertz seiner Mechanik -m Gnmde gelegten Prinzip der 
Zurückführung aüfr Kräfte aui' vcrhorgtne Bncegungen. Es ist übrigens zu 
bemerken, dafs die Bjerknesscheu Arbeiten längst abgeschlossen waren, als 
die Hertzsche Mechanik erschien, und daXis die Grundidee derselben aus 
einer Zeit stammt, wo noch nicht dnreh Mazwells hahnbrechende Forschnngen 
die t!l>erlegenheit der Feldwirliiingsvonitelliiog Uber die Fcmitnrkiiiigs- 
VOrstellung zur Gfltnni' gebracht wwr 

Dtir Gang der im vorliegenden üande enthaltenen Knlwickelungen ist 
im wesentticben folgende, l^aehdem im 1. Teil die ni benntsenden all- 
gemeinen Voraussetzungen aus der Theorie der Vektorfelder und die Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik zn»ammengcstcllt sind, wird im 2. Teil die 
rein Jsmematiache Untersuchung der durch gegebene Bewegungen (Volum- 
iodenuigen vndTnuulaiionen) derKngeln TeriumchteikFlilnigkeitflstrSmiuigoii 
durehgefBbrt. Nachdom der Einflub einer einzelnen Kugel auf einen be- 
liebigen sie treffenden Flü'^^i'^'keitsstrom behandelt ist — wobei die Strfimungs- 
linien in den charakteristischen Fällen stets graphisch veranschaulicht 
werdtti — , wird das GeschwindigkeiftqiiotantiaL für den allgemehgMn Fall 
beliebig vieler Kugeln diurh suceesrire AmriUnrnng gebildet, immer unter 
der Voraussetzung, dafs die Radien der Kugeln klein sind gegen ihre gegen- 
seitigen Abstände. Die Annäherung wird jedoch höchstens bis zum 3. Grade 
getrieben, wobei die Bflckwirkung der Hbrigen n — l Kugebi auf die von 
der nten in ihrer ümgebnng enengten StrSmmig eb«D noch berttek- 
aichtigt wird. 

Es folgt im 3, Teil die Berechnung des Dmi kes, web:lien eine einzelne 
unter Volumänderung bewegte Kugel in tiiueui gegebenen FlüäüigkeiUuitrome 
erfthrt, und des BinflnsBes dieses Druckes anf die Bewegnng der Kugel. 
Von besonderer Wichtigkeit erweist sich hier die Zerlegung der hydro- 
dynamischen Druckkraft (d, h. der aus dem Flüssigkeitsdruck resultierenden 
Kraft) in zwei Partialkräfte, deren erste ein totaler Differentialquotient nach 
der Zeit ist und von Bjerknes als /n^MUtOM^o/l beseichnet wird, wlhrsnd 
die Komponenten der zweiten, welche SlUH^ätrafl genannt wird, uns Pro- 
duk-ten von Geschwindigkeiten zusammengesetzt erscheinen und sicii als 
partielle Ableitungen der kinetischen Energie der Flüssigkeit nach den 
Koordinaten des Kugelmittelpunktes danrteUen lassen. Es ergiebt sieh 
nämlich, dafs im Falle schwingender Bewegungen mit Amplituden, die klein 
sind im Vergleich zitm Radius der Kugel, die „Induktionskraft" selbst zwar 
sehr grols ist im Verhältnis zur „Energiekraft", aber den Mittelwert Null 
hat, währeod deijenige der „Energiekrafl** im allgemeinea von Null ver> 
sdiieden ist; insbesondere wird in dem Falle, dab die Flflssigkeitsbewegnng 
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von «yMe^<meM Sdiwiagmigm (PnliaHoiieii, Onillationeii) d«8 KngelflTstams 

herriihrt, die „Energiekraft" nach Richtung und Vorzeichen konstant und nur 
der Intensität nach periodisch schwankend. Die .Jnduktionskraft" bestimmt 
also die gegenseitige Beeintiussung der Schwingungen der Kugeln, der Mittel« 
wert der ^^Energielcrafl** hingegen deren dauwBde gegenseitige Sänwirlnuigeii. 
Die letzteren sind für einen Beobachter, welcher die kleinen Schwingungen der 
Kugeln sowie die Flüssigkeit nicht wahrnehmen kann, die einzigen beobachtbaren 
Wirkungen — sie sind danu die gesamten „scheinbaren Femkräftc^'^ zwischen 
den Kugeln. — 

Im 4. Teile weidm die hjdrodynamischon FemkriEte Ximicfast all- 

gemein — ohne die spp/iellc Annalime i)f>notlischcr Bewegungen — be- 
bandelt. Dabei wird die iuduktionskraft zerlegt in die „selbstinduzicrendc^*i 
welche nur Ton der Bewegung der einen behandelten Kugel abhängt und 
lefiglich eine scheinbare Yennehrung ihrer TräffheU bewirkt, und in die 

„frenidindn/ierenfie", wolcbo von der durch die anderen Kujjeln orzengton 
Flüssigkeit^stiomung abhängt und daher der scheinbaren Femkraft zu- 
zurecbnen ist. 

Die mtrp^sdtm Fernkrtlfte werden ibreraeits in „petnumente'* ond 

„tempoHbre** eingeteilt; letztere sind in Bezug auf das Verhältnis der Kugel- 
radicn zu den Kugelabstfinilen von 5. bis 7. Ordnung und werden daher auch 
als „Femkräfte höherer Ordnung** den »^''^du/iereiiden'' und „permanent- 
energetiscben" welche von 2. bis 4. Ordnung sind, gegenübergestellt Nor die 
letzteren — die Femkräfte niederer Ordnung — besitzen die Eigenschaft 
der Superpor-if-rlii'-ki it: es tritt daher eine grofse Vereinfarbung ein, wenn 
sie zunächst für sich betrachtet werden. £s zeigt sich nun, dais tür den 
energetisdien Teil dieser KrSfte niederw Ordnung, welche, wie 8dK>n oben 
betont wurde, im Falle kleiner Schwingungen allein zur Wirkung kommt, 
überhaupt die Orundeigonschaften gelten, weichein der Oalilei-Newtonschen 
Mechanik für die Ferakräfte zwischen materiellen Punkten vorausgesetzt 
werden, insbesondere das gewöhnliche Trägheitsprinzip, die ünablAngigkeit 
der Kraft von der Bewegung ihres Angriffiftpunktes und die Gleichheit Ton 
Wirkung und Gegenwirkung. 

Indem nun speziell die scheinbaren Ferakrllt'tc niederer Ordnung zwiselion 
synchron schwingenden Kugeln untersucht werden, ergeben sich grofse Ana- 
logien mit den delttrisdien und magnetisdien ponderomotorisoihen &ttflen; und 
zwar wirken pulsieretide Kugeln wie dektrisdie beew. magnetische Massenpunkte, 
deren Masse der mittleren VolumSnderungsgeschwindigkeit, imd oszillierende 
Kugeln wie magnetiscfie Moleküle, deren Moment dem Produkte aus dem 
Volumen nnd der mittleren Lineargeschwindigkeit der Kugeln proportional 
ist; die Analogie ist jedoch eine mverse, insofern mit gleicher Phase pulsierende 
bezw. 0(i-'i!'irTMnde Kugeln auf einander wirken wie CKifjrijfviv^r'lztc Pole 
bezw. eulgegengeäetzt gerichtete Klementarmagnete. Aufserdem sind die 
WechselwirkungeQ der Tlüssigkeitsdiehte proportional, welche somit die BoUe 
der Dielektrintitskoustante oder magnetischen Permeabilität des Zwiscben- 
mediums spielt. Auch die hydrodynamischen Femkriifte lioherer Ordnung 
zwischen synchron schwingenden Kugeln finden ihr (inverses) Analogon in 
elektrischen nnd magnetischen Kräften, nämlich in den Wirkungen auf ur- 
sprünglich neutrale Uetne Kugeln, welche dnrcb das Feld der Pole beaw. 
Blemenfannagnete ein induziertes (^«s^porA^) dektnsches odermagnetiselieB 
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Moment orlnilton liaben. Hierbei zeigen die Kugeln, jo nachdem ihre Dichte 
kleiner oder cn-üfMi- ist als die rlpr Flüssigkeit, eine cntapreelH>nd(> Ver- 
schiedenheit des Verhaltens, wie panunagnetLsche und diamagnetische Körper 
im Magnetfelde. Eine Folge dieser Fenünifte höherer Ordnung, welche an 
sieh TOD Interesse ist, da sie i. B. die Erklärung der KundtSChm Staub' 
figurm enthält, ist die, dafs sich urspHlnpHrb ruhende und rftr^Ilo?? verteilte 
Kngeln in einem oszillierenden Strom in Flächen senkrecht zur Oszillations- 
richtung anordnen. 

Im letzten Abschnitt des Bandes giebt der Verf. eine Übersicht der 
hiBtorischen Entwickelung der Theorie der hydrodynamischen Femkrüfte, 
wohf>i besonders auch die Stellung der von Bjerknes bevorzuirten rein 
hydrodynamischen Untersnchuugsmetliode zu der von Lord Kelvin und 
Kirchhoff angewandten Methode des Hamiltonschen Prinzips erSrtert wird. 
Während die letztere Methode nur die gleichz* iti|,'(^ Betrachtung des ganzen 
Systems der in der Flüssigkeit vorhandenen starren Körper gostattet, ist die 
erütere auch brauchbar, um den EinÜuIs eines gegebenen Flfissigkeitsstromes 
auf eine einselne Kugel zo antersnchen. Die sich ao diese Untersnehmig 
knüpfende Frage nach den Analogien der hydrodynamischen Strmnffl'Icr mit 
(k'ii t loktrif!chon und magnoti*;f^hen Feldern soll im '2. Bimdp, df>r aufscrdi m 
eine Darstellung der eitjietitmtiteUm Untersuchungen der hydi-odjnamischen 
Fonkritfls eatüulteii inrd, eingehend hehtadell werdea. 

Heidelhexg. F. Fockblb. 



John Schröder. Darstellende Geometrie, I. Teil. Elemente der 
darstellenden Ocometrio. Sammlung Schubert XIL Leip^üg 1901, 
0. J. CMschen. 283 Seiten. 

Auf den ersten 10 Bogen werden die Projektionen von Punkten, 

Geraden und Ebenen erörtert und die sojjonjumtt n Fundamcntalanffrahen 
gelöst, auf den nfiehsten 5 Bofren die gewonnenen Erpltnisso auf die 
Daiätuiluiig ebener V'ielliache angewendet, worauf ein mit dem Vorigen nur 
lose in Zusammenhang stehender Absdinitt Uber K^lscbnitte sowie über 
angenäherte /eichnerischc Tangentcnkonstruktion und Rektifikation ebener 
Ktirven folgt. Die Darstellung ist im allgemeinen durch ?iichtig und sorg- 
ialtig, nur manchmal etwas zu weitächwcitig; sie wird durch eine sehr 
grofte Anzahl you F^gnren untersifltKt. Die allzukonsequente Durchführung 
der einmal gewählten Bezeicbtmngsweise, ohne Rücksicht luif Häufung der 
Indices, scheint dem Referenten l<auni pceiti^rtf't. da-' Studium der Fijriii*en /u 
erleichtern j sie hat auch etliche störende Druckfehler verschuldet. Sachliche 
Fehler finden sich z. B. auf 8. 80 u. 93, wo ftbereinstimmead der merkwürdige 
Satz gelehrt wird, eine Eliene könne nicht gleichzeitig auf drei Projektions- 
ebenen senkrecht stflien, von denen keine /.wt-i ciruiTider parallil sind. 

Alles in allem dürfte das Buch für den Anfliger ein ganz angenehmes 
Unterrichtsmittel und zum Selbststudium wohl zu empfohlen sein. 

Halensee. R SsirrscB. 
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Ladwis Sehlesinger. IHtifWhrnng in die Tluoito d«r mOemaMtl- 

gleichungen mit einer unabhängigen Variabeln. Leiprag^ 6. J. Göschen. 

(Sammlung Schubert). Vin + 309 S. 8". 

Der vorliegende Band der „Sammlung Schubert" reiht sich den be- 
reits erschienenen Bänden würdig an; sein Charakter ist hauptsachlich 
dadurch gekennzeidmeti, dafSi er eine im wesenfliehen anTerftnderte Wieder- 
gabe der Vorlesungen ist, die Verf. im W. S. 1899 an der Universität 
Klanaenbnrg gehalton hat. Dadurch ist hndingt., dafs Vorf. bei der Ab- 
fassung seines Buches mehr methodisch als systematisch zu Werke gegangen 
iflt und sich von dem Frin/.ip „non multa, sed mnltom** hat leiten lusen. 
Des Iieser wird daher \äele8 in dem Buche nicht finden, was in anderen 
Werken üher Diiferentialgleichunepn behandelt wird, so z. B. die Theorie 
des Eul ersehen Multiplikators, die geometrischen Untersuchungen von 
Darboux, Picard und Poincar^ und die nichtlinearen Differential- 
gleichungen höherer als enter Ordnung. Aber was er dort findet, ist so 
gründlich durchgonrlieitct, ilafK er rnt'lir Nutzen davon baf , als wenn er 
irpfnd ein mnfassi^ndes Kompendium brnut/t; denn er wird dadurch in den 
Staud gesetzt, dus Wesen der Forsch ungsuietliode keuneu zu lei-uen. Bef. 
kann daher dem Verf. nur heistunmen« wenn dieser in dem Vcnmrt sagtt 
„Es kommt fDr den Anfanger nicht so sehr darauf an, dafs er gleich die 
ganze Tragweite einer bestimmten Methode kennen lernt, als vielmehr 
darauf, dafs er zunächst ihr Wesen richtig erfafst. Um dieses Ziel zu er- 
reichen, gcnttgt es aber, die betreffende Methode an Beispielen m entwideeln, 
die einerseits so allgemein sind, dafs keine dar Schwierigkeiten, die durch 
I v Wesen jener Methode flberwnnden werden sollen, fehlt, und andererseits 
so speziell, dafs Schwierigkeiten accessoriscber Natur möglichst vermieden 
werden.** — Veir£ hat sich also, abgesehen Ton der Einleitung, anssdilielk- 
lich auf die Amktioiientbeoretische Behandhmg der linearen Differ«atial- 
gleifbnnepn rAveiter Ordnung, an denen er aber die ganze Tlioorie der all- 
gemeinen linearen Differentialgleichungen entwickelt, und der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung beschr&nkt, „während darüber hinaus- 
gehende Fragen nur kurz formuliert and durch Litteratumachweise belegt 
?;ind". Dabei war ihm der ^!e^;i(■b^spu^^;t mafpfrebenil, dafs die nmndbipr'? 
für einen sy-stematisclien Autliau der Theorie der THrterentialgieichungen in 
der Unterscheidung zwischeu festen und mit deu Anfangswerteu verschieb- 
baren SingulariiSten in finden ist 

Trotz der Beschränkung, die Verf. sich auferlegt, hat der Stoff sich 
noch reichbalti? genug gestaltet, und er ist durchweg mit Bennl/ung d*»r 
neuesten, stets vom Verf. angegebenen litteratur behandelt, so dais der 
Leser auf der H0he der Wissenschaft steht und ddi tlber Gebiete, die ihn 
besonders interessieren, weiter unterrichten kann — ein nicht zu unter- 
schStzender Vorteil. - Allerdings wird nur derjenige .,Anningpr'* den ge- 
wünschten Nutzen von dem Bache haben, der nicht nur, wie Verf in der 
Einleitung meint, mit den ,Jilement«i'* dw Inflnitesimnlreehnung, sondern 
audi mit den Baupigebieten der Fanktionentiieorie wdil ▼ertmut ist 

Gharlottenbnxg. Q. WALuemwaa. 
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lavreilt. L'tfUinliitttloii. Sammlung Seientia. Paris 1900, Oani et 
Nind. 8*. 76 8. 

Zuiillchst vnrt] po-zoigt , wie man durch die Division rp'[j-) ' (p(.v) die 
Totcnzsiimnif'ii der Wui-zfln der Gleichung g>(x) — - 0 und daraus als ge- 
wisse Determiuante das l'rodukt der Wurzeln finden kann. Die lleihen- 
«ntwicUimg ^{x)^*{x) / q){x) fahrt in entsprechender Wein n dem Produkt 
J7^(a). Durch dieses Produkt wird die Resultante li{ip, t|;) erklärt und 
ihre Berechnung wird durch dio vorher ahfreleitpfpn Fonnoln auf möglichst 
einfache Weise versucht. Es folgen (Ue aUgemeinen Eliminationsmetboden 
und die Eigeneehaften Ton S. Der Obei^ang zur Elimlnaate nnd die Auf- 
lOmng zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten schliefst den ersten Teil. 
Der zweite Teil l)ohandelt dioselben Fragen für rn<dirPi'o Yoriindorliche und 
bringt in dieses Gebiet gehörige Formeln, wie die Jaco bischen Formeln und 
die biterpolfttion. Einige besondere Fllle, z. B. StSmngsgleichung, homogene 
Gleichungen, sowie ein kurzer Aasblick in die Elimination bei transzendenten 
Gleichungen, schliefsen das interessante kleine Werk, das mit grüfsi -r Schärfe 
und Klarheit geschrieben ist. Leider wird aUerdiugs die Lektüre durch die 
Tiden DruckfeUer arg beeinflufist 

D<wtmnnd. "H., EOmoi. 



0. Holfmllller« ElemMite dar Steveomelrto. IL Leipzig 1900, 
G. J. Goschen. 8^. 477 S. 

Der zweite Teil enthüli die Berechnung einfach gestalteter Körper. 
Er bietet eint? anfsornrdentliche Fülle von Formeln und Uhungsmaterial 
dar. Di» beiden erslea Abschnitte betreffen priäuiatiäche und pyraiuideu- 
artige ESrper und ihre Abscfarftgungen. Besonders reichhaltig ist der dritte 
Abschnitt, der die unregelmäfsigen Vielflache imd darunter genauer das 
Vierflach behandelt nnd der mit Hilfe des Cavaliorisehen Prinzips auch 
niohtebenflilchige Körper in den Kreis seiner Betrachtung zieht. Den letzten 
Abschnitt bildet die Engel mit ihren mannigfoehen astronomischen, nan- 
tisdien nnd geodätischen Anwendungen. Die Aufgaben nehmen durchweg 
Kücksirht auf die Anwendimgen der Mathematik imd umfassen alle Gebiete. 
Die der Darstellung eingestreuten geschichtlichen Bemerkungen werden 
mandiem Leser wilUconun«i sein. Überhaupt bietet dieser Band Aaeeh 
seine Beichhalügkeit eine Pfllle Ton Anregungen. 

Dortmund. H. KOhhb. 



J. Heiirici und F. TrentTein. Lehrbuch d«r nementax^omeCrte. 

HI, 2. Auflage, Leipzig l'.XU, B. G. Teuhner. 8« 102 S. 

In dieser NGuhearbeitung prägt sich der (irundgedanke, die geome- 
Iriöcheu Wahrlieiteu von der Anschauung her durch den Bogriii' des Ab- 
bildens abnilwten, noch scfaKrfer aus. Der erste Absc^tt enthftlt die 
Elemente der Stereometrie, dabei in Verbindung mit der Kegelfläche die 
Erklärung der Kegelschnitte und im Ansthlufs an das Dreikant die Kugel- 
droiccksrechnung. Der folgende Abschnitt behandelt die einüachen Körper. Der 
dritte endlich ist der Abbildung einer Ebene auf eine andere gewidmet 
und enthSlt hauptsUdilidi eine Betrachtung der Segslschnitte. Die Auf> 
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gabensammlung ist veruMhrt nnd um ainige Aiifg»b«ii der danteUenden 

G«ometrio bpreicli«rt. 

I )i)i-tnjund- H. Kühke. 

W. Pfliefi^er. Elementare Plaiiim«tariA. Sammlung Schubert Leipsdg 

1901, G. J. (iüschen 8". 130 S. 

Dem praktischen Bedürliiis trägt der Verf. iusoicrn iieuiiuuug, ula er 
die geometrischen Begriffe ihrer sonst flbliohen absimkten Form entkleidet 
nnd sie durch mechanische und andere Anschauungsmittel zum Verständnis 
zu führen sucht. Nach den Grundgebilden werden die Begritfe d^r Sym- 
metrie, Kongruenz, Gleichheit erläutert. Es folgen die elementaren Kreis- 
dltxe und im AnBchlnTs daran die BrUftrang des Winkeb als eines Sektors 
eines unendlich grofsen Kreises. Diese Erklärung mag manches (>ute haben, 
für ein Lehrbuch, das mit leicht anschiiulichoii Mitteln arbeitet, haltf iih 
sie für 2U tunstäudlich. Auch glaube ich nicht, dafs „der Winkel that- 
«teUieh irie ein SeUor gemessen nnd verglichen** wird, sondern daRt es 
mit dem Bogen gesdiieht. Die Begriffe Sektor und Bogen sind aber doch 
sehr verschieden. Es folgen dir Parallele und der Streifen, d. h, das Ge- 
biet zwischen zwei Parallelen und im weiteren Verfaule die üblichen ein- 
fachen planimetrischen Lehrsätze. Im AnschluDs an die harmonischen Ge- 
bilde befindet sich eine gute Darstellung der Kreisrerwandtschaft. Das 
Lehrbuch i.st einfach und klar geschrieben, aneh regen die beigefügten 
Übungi'u zur Weiterbildung au. 

Dortmund. H. Kühhe. 

F. Holte. Die Nautik im etomentnMr B^Mmdlnng. Stuttgart 1900» 

J. Mayer. Ö». 196 S. 
In übersichtlicher und leicht verständlicher Weise führt der Verf. 
in die Grundbegriffe nnd •lehren der Nautik ein. Worterklftrungen nnd 

mathematische Begründungen begleiten i'w Darstellung. Die in der Praxis 
vorkommenden Aufgaben sind durch eine Reihe gelöster Beispiolf erläutert; 
aulserdem enthält das Buch eine Sammlung ungelöster Aufgaben, die ihrer 
Ansehanlicbkeit wegen den Lehrern der Trigonometrie empfohlen seien. 
Nach der Besprechung von Kompafs und Logge um! ihifr Bedeutung für 
Fahrtriphtunp (Kurs) und durchfahrene Strecke (Distanz) wird •/nnärhsf die 
Kustenschittahrt behandelt. Es folgt die Besteckrechnung, die Beziehungen 
zwischen Kurs und Distani, einerseits Anfang und Ende der Bewegung 
andon rscits herstellt. Der nftehste Abschiütt behandelt die Schiffahrt nach 
astronomischen Bi'übafhtungen und gipfelt ^i bü' fUich in der Lagen- 
bestinuuung [StandlinieJ eines Schiffes durch eine oder 2wei GestimhObeu. 
Hieran schliefst sich die Ermittelung der Elemente der Eompafsmilsweisung. 
Für die Rechnung nötige Tafeln vervollständigen das Buch. Darstellung 
und Begriffshestinunutig de.s Bm-lies sind klar und sdiarf mit Ausnahme 
der Stellen, an denen der Verf. mechanische Begriffe streift. Ich würde 
z. B. bei der Stromschiffahrt nicht von einem Kräfte-, sondern von einem 
Gesohwindigkeitspanllelogramm sprechen. Im flbrigen dOrfte das Budi fttr 
den L«'hrer der Mathematik von grofsem Interesse sein, weil es eine Fttlle 
anschaulicher Anwendungen dieser Wissenschalt zeigt 

Dortmund. H. Küume. 
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B. Marius. MathomatiBOhe Aufgaben. III (Aufgaben) und IV (£igeb- 

nisse). Dresden 1901, C. A. Koch. 182 R. 

Der Nutzen^ den die Martussche Sammlung beim Unterricht gewährt, 
und die Anregimg und FSrdening, die sie den jüngeren Mathemalik- 
befliMenen darbietet, werden überall anerkannt. Es ist deshalb sehi- 
schätzenswert, dafs ilfi" ^^•rf. sich der zeitraubcudtn und mühseligen Arbeit 
noch einmal unter%ogen und eine Fortsetzung der ersten Arbeit geliefert 
hat Die Fortsetzung enthält unter 1300 Nummern 1363 Aufgaben, die 
sieb mit der Dreiedksreehniuig, der Eßrperlehre, den Reiben, der Kngel- 
dreiecksrecbnung und der Acbsennuimlebie beschäftigen. 

Dortmund. H. JsLOhke. 



Thilo TOn Trotha* Di» kabiMlw Olnlitfiwng. Berlin 1900, Wilhelm 

Emst & Sohn. 8«. 61 S. 

Dtr Verf. uciuA dio vorliegende Al)bamllutitr pin*»n Versuch. Ich 
glaube, er hätte diesen Versuch unterlassen, wenn er die grolse Mühe, die 
die Arbeit ihm lieher gemadit hat, dazu Terw«adet bStte, sich vorher die 
bekannten AnflSsongsmethoden der kubischen Gleichungen anzueignen. Das 
in dem Hefte mit grofser Woitsrhweififrkcit und vieler Rpchnnnp auspin- 
audergcsetzte Verfahren ist folgendes: Ersetzt man in der Gleichung 
x^-{- ax- -f + c 0 X durch Ä — ^ «, so verwandelt sie sidi in 
Ä* — SsA — a <^ 0, Die weitere Substitution A^Ysij wttrde zu 
f* — 3y — J5—0 fObren. Ein Tecnflnftiger (iedanke wäre es nun, ftlr 
y"' — :-? ?/ als Funktion von ij eine Tabelle aufzu.stellen, aus der s'u Ii if bei 
bekanntem J'J abUstn imd jr bestimmen liefst». Statt dessen setzt der 
Verf. Ä = Yaz und stellt für Y{ß — s fz als Funktion von z eine Tabelle 
au£ So bestimmt er it und Die bei der Badüdenmg auftretende Zwei« 
deutigkeit tlihrt den Verf. zu dem sonderbaren Begrüf der Nebenwuraeln. 
Ausführliche Tabellen fOr £ beschlieJsen die Arbeit. 

Dortmund. H. Küunb. 



£. Jochmann, 0. H< riii) s und J. Splos. arundrifs der Experimental- 
Physik. Ii. l im VMM. Wiurkelmann iL- S. 8". XIX + 023 S. 

Die vorliegende vierzehnte Auflage des bekannten xmd beliebten Lehr- 
buches bat durch die ümarbeitung seitens seiner Hemosgeber wiedevom 
namhafte Verbesserungen erfahren, die sich hauptslcblieh in seinem Ab- 
schnitte über Elektrizität bemerkbar machen. 

Gerade dieser Abschnitt ist infolge der stetig sich mehrenden Neu- 
entdeckungen und seiner immer engeren Terknfiplung mit dar modernen 
Technik zu einem der wichtigsten der naturwissouschaftlichea Lehigebiete 
geworden; pr wird atri ehesten durch veränderte Anschauungen veralten 
und Ständigor Durchsicht bedürfen. 

Li der allgemeinen Anordnung des Stoffes ist niehte Weseatlicfaes ge- 
äudert. Im Paragraphen \ finden wir neben den Gmndmafsen als Hilfs- 
mittel flcr Messung dun N«imus erwähnt Unserer Meinnnt: nach könnte 
dieser Vorrichtung, die heute bereits ein Gemeingut der gesamten Teclmik 
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g«w<»d«o ist, «n fltwu faraiterar Buim gewi^et wwdes, dieses HUlfe- 

mittel in seinem Prinzip genau besprocheu nn«l durch eiiii^'e klaroro 
Abbildungen erläutert werdpti. J!ine S<'hublcere würdo die vorbaudeno 
Figur mit Vorteil erset/.eu. Die tretilich zusaaunengestellteu chemischen 
GnindbegriffiB bedttarfen kdnes Kommentaars. 

All Überschrift des § 31 wtbrde der Referent statt des Wortes ^fi^ 
harrungsvermögen", das heute so ziemlich aus der Sprache der Physik ver- 
bannt ist, das Wort „Trägheit" vorgezogen wissen. In enger Anlehnung 
an den Versach und mit bemerkenswerter KWhett nnd ^e FaDgesetgse 
erläutert.. Bei den Flasehenzügen wäre die Erwiihnung des vielbenutzten 
Schraubenflaschcnzuges un*! 'bmi* die Bcsprechuntr <lf's Srbraubcugotriobp'? 
wohl erwünscht. Beim § kommt in der Anmerkung mit einemmale 
der Begriff „ChmMpetalkrKft^ vor, ebne dab seine Idenlitit mit dem sonst 
gebrauchten Ausdruck „Coutralkraft" festgestellt wilre. Die Ungenanigkeit 
hat jedenfalls nicht im rutorcssf des Herausgehois gflegen. 

Im § 63 ist die Figur öS unrichtig. Sie war bereits in der neunten 
Auflage falsch, ist zum Teil, aber nicht ganz, richtig gestellt worden. 
Das Stesgexad hat zu viele und m kteine ZSbne. Dw AnlmMgel ist 
zu weit offen, sorlafs Ix'iiii Austritt des Ankers aus dem Rad an dor 
rechten Soite das Und gauz freigegeben ■\%'ird , cho sich die Sperre an 
der üukeu Seite einlegt Gerade solche Abbildungen müi'sten absolut 
korrekt sein, damit sie dem Sdriller «vemtiuil die riehtige Nachahmimg 
gestatten. Bei den Luftpumpen § 97 gefällt dem Referenten nickt, 
dafs so gar nicht nuf die Konstruktionen der Technik Bedacht ge- 
nommen ist. Das Blasenvcntil, das heute wohl kaum mehr angewandt 
wird, ist dagegen aasfUbrlich besebrieben. Prinnpiell wichtige Büige snr 
Steigerung des Vakuums wie das Pumpen eines Qylinders in den anderen- 
sind gar nirltt ta-wühnt. Als Quecksilbcrluftptunpo würde die Besclircihung 
einer ricUtigeu Töpltsr Hagen-Fumpe empfehlenswerter sein, wie auch an 
dieser Stelle die Sprengel pumpe angeftttirt werden mtt&te nnd nicht im 
§ 105, wo sie gar nicht häigehört. Die Besprechung der Klangfarbe und 
des Phonographen liildeu notwendige Beroi< horungcn dos Tiilialtc"^. Tmi § 2.32 
ist bei Besprechung der Wärmeleitfähigkeit auf emen Versuch mit Loosers 
Differeutialthermoskop hingewiesen imd ztir Orientierung die Publikation 
herangesogen. FQr den Rahmen eines Werkes wie der „Joehmann** h31t 
Rpfcrcut das ni(1it. für richtig, weil die angezogene Veröffentlichung wohl 
nur einem kleinen Leserkreise zur Verfügung stehen dürfte. Man sollte 
den Apparat entweder kurz beschreihen oder füglich ganz fortlassen. Der 
Fiats, den die Beschreibung dm Sptekeoges Trevelyans beaosj^cht, 
wQrde für eine kurze Erklärung des Thermoskopes wohl genügen. 

Vortrefflich ist dem Hrrausgeber die Erklänmg der Influenzuiascliirn' 
gelungen und die begleitende Abbildung zur Verdeutlichung des Vorganges 
in ihrer Einfachheit höchst instrukliy. Ebenso gut sind die Vmarbeitongen 
der folgenden Abschnitte, welche die Kondensatoren und den Entladungs- 
vorgang behandeln. Die IJcziignalmie auf das Ops-'tz von der Erhaltung der 
Energie bei der Besprechxmg der Volt aschen Gesetze ist höchöt wichtig, weil 
dadnreh ein für allemtd MifeverstilndnfaBen ttber Strmnenceugung vorgebeugt 
wird, die sich wohl gewöhnlich bei der bisherigen Darstellung bei dem 
Iiemenden einstellten. Im Paragraphen 315a ist ein KrafUinienbild 265a 
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dargestdlt, das wirklich zweckrTiäfsi^ dnrch eine photograpbische Reproduktion 
ersetzt werden sollte; dasselbe entspricht einmal nicht der Wirklichkeit und 
vermag die leidige Anschauung, als sei eine magnetische Kraftlinie eine Art 
von ZmnShAen noch so reobt lu nntenMtaoii. Im Audilnfi an den § 316 a 
Tormisse ich die Besprechimg des Galvanometers nadi Deprez-d' Ar so n val 
resp. Wostfni, die heute einer prnancn Erklürnnj^ wohl wert sind: sie sind 
im uäüliüteu AUchnitt erwähnt, würden aber organisch sich besser in den 
▼orhergehenAen dnfBgen. Die AbbQdnog der Rdntgenrtbire mit ihrem 
Strahlengang ist nicht gnt gewählt; die Kathodenstrahlen vereinigen sich 
auf einen Punkt der Antikathode, das Hündel der R ö n t pf p n strahlen geht 
dagegen von der ganzen Autikathodeuobertläche aus. Man sollte stets an- 
deuten, dals die Röntgenstrahlen, die von einer planen Antikathode aus- 
geben, ein Bfiadfll büden, das Aber die ganse KülbicagelaoBe gleidunKCrig 
verteilt i.st, Bei der Nernstlatnpe ist Magnesia als Leuchtmaterial genannt; 
der Ausdruck Oxyd der seltenen Erde wäre jedenfalls treffender. Wichtig 
war die Besprechung des Accummulators und endlich und hauptsächlich 
die der UasidsoiHm Axbeitm vom Hertt. 

Zu den folgenden Abschnitten des Baches, welche mathematisdM Geo- 
graphie und Astronomie behandeln, sind wpsentllclic Abänderungen in der 
Darstellung gegentlbcr den früheren Aut lagen nicht vorgenommen j sie waren 
ohnehin von jeher diiidi Elarhett und Sehirfe des Ausdmoks ani^eaeichnet 
Im allgemeinen hat das Werk in weaentliehen Punkten durch seine Um- 
arbeitung gewonnen. 

Es sollte den Referenten treuen, wenn seine hier und da ausgesprochenen 
Wflnsobe eine geneigte Beachtung in der Zukunft ftndra. Jedenfidb wird 
das Buch jedem, dw es zu ernstem Studium in die Hand nimmt, voll nnd 
ganz das halten, was er sich verq|irochen|, nnd wird sich so einen immer 
weit<'ieii Freimdeskreis sichern. 

Berlin. H. Boas (Überingenieur). 



Fodorico Amodeo. Aritmietioa partioolare e generale. Volume I degU 
Elementi di matematiea. Opa« desUsata alle seuole seoondarie del 

regno dltalia, Napoli 1900, Luigi Pierro. XV -f- 415 p. 
Seit Cremona im Jahre If^Hn Baltzers Elementarlehrliüdiir ins 
Italienische übersetzte, hat sich auch in Italien eine strengere Art, die 
grundlegenden SSize d«r Mathematik su sichern, eingebürgert Hr. Amodeo 
versichert dieses in seiner Yonede^ und sahlretehe italienische Schriften be- 
stätigen es. Das heute uns vorliegende Buch ist eine neue Bestätigung. 
Es bebandelt die Lehren der niederen Arithmetik mit vollkommener Strenge, 
80 da£s man fast zu der Frage geiaugtiu könnte, ob denn Schüler im stände 
seien, dieses Ldurbnch zu verstehen? Der Lehrer wird es onsweifeUiaft 
auch aufserhalb Italien mit gi*ofsem Interesse lesen und seinem Unterrichte 
so viel davon einverleiben, als er seinen Schülern bieten zu dürfen glaubt. 
Er wird dabei allerdings auf die Richtigkeit der Beispiele einige Aufmerk- 
samkeit verwenden mtissen, andh nachdem die im Druckfehlerveneichnisse 
angegebenen Verbesserungen voi^nommen sind, da noch saUreiche' weitere 
Irrtünier recht störend wirken. 

üeidelberg. H. Camtob, 
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t AulisalMii md LelinätM. Läsniig«!. 

48« ist ein Kreis vom Badhu h gegeben, ni^ «s irird dk^nige 
Kurve (Traliorir) gesucht, deren bis zmn Schnitt mit dem Kreis verlängerte 
Tangenten fine gegebene Lünge a besitr.pn. — Die Aufgabe ist, soweit dem 
Einsender bekannt, nnr in dem Spezialfall a = k nfther behandelt uud kann 

unter der allgt'imnufii Vnraussctznng (i ^ k df>n Hcn'eu Facligeiiosseu als 

Übungsaufgabt' foflcr etwa zur Semeätralprüfiuig) vorgeschlageu werden. 
Es soll iuübesondtjrö bewiesen werden: 

L Ist jl: > a, so giebt es zwd veraohiedene Kurven, die der Au^be 
genUgen. 

1. Die eine dersollien beginnt aufserbalb des Kreises in der Entfernung 
k 4" 'i vdii '{'"«sen Zentrum, tntt später in den Kreis p'n i;nd wird zu einer 
Spirale nui unendlich vielen sich stets verengenden Wuiuungeu, welche sich 

schliefslich einem, dem gegebenen konzenbischen, Kreise yona 

asjmptotiadi ntiiem. Die Tangente (a) iit in der Bichtung (dem Sinne) 

der Kurve zu zeicbnen. 

2. Die andere beginnt im Inneren des Kreises in der Kntl'ernung k — a 
vuu dessen Zentrum uud bildet ebeui'alLs eine Spirale mit unendlich vielen 

sicli aller ve^röflnmden Windiutgen, welche iddi (von innen) demadben 
Kreise asymptotisch näheni. Die Tangente (a) ift ttitgegengesekt sur Bielihing 

der Kurve zu ziehen. 

H. Ist ü> — a, so wird die erste Kurve zu einer Spirale, deren Windungen 
ndi dem Mittelpiinkt des gegebenMi Heises asymptotiedt iriUMin, und die 
swflite Kurre aehrumpft nun Mittelininikt aelbai susaaunen. 

in. Ist k <^fi, sü l)eginnt die Traktorie in der Entfernung a -{-h und 
endet in der Entfernung a — k vom Kreiszentnim; sie ist wiederum eine 
Spirale, aber mit einer endUchen — ganzen oder gebrocheneu — Anzahl 
▼on Windungen, weldie sioh mit der VergrSllieruag -nm a Iris sor Grenz- 
zahl \ (für a = <x>) verringert Die Kurve verl^iuft ganz aitfiMrhalb des 
Kreises oder schneidet ihn einmal und endet innerhalb desselben, je nachdem 
a > 2A; oder a < 2A; ist} in beiden Fällen geht die hinreichend verlängerte 
Tangente im letasten Kunrenelement sowie diejenige im ersten Knrronelemfloi 
durüh den Mittelpunkt des Kreises. Der Tom Kreiszentrum ausgehende 
Radius vector der Traktorie bildet alsr» anfan|^ und znletsfe mit dem Knrven- 

AnUt dat IfabtlMmAUJk oad Fli/uk. UI. Beihe. Iii. IS 
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dement den Winkel NuU, dazwischen und zwar genau natA der Hälfte der 

Windungen erreicht dieser Winkel ein Maximum (kleiner als 90®). 

AIIp hier bpsrhripbenen Knrven, mit Aiisnahme derjenigen unter 1,2 
besitzen einen luflexionspunkt, und die durch ihn gezogene Tangente (Wende- 
tangente) berükrt guglekh dm Kreis. 

KOnigsbeffg i« Br. L. SaalschOtx. 



49, Gegeben s»ei ein Tetraeder T. Zu jedem Baumpuukte P gehört 
fna^eindeutig «an anderer so dafs Q die Brennpunkte mner T ein- 

beschriebenen BotaÜonsflacbe 2. Ordnung sind. Dann sind P, Q zugleich 
konjugiert in Bezug auf das Flächennetz 2. Ordnung, dessen 8 Omndpunkte 
die 8 Mittelpunkte der T einbeschhebenen Kugeln sind. Und uiiig(>k* hrt, 

Königsberg i. Pr. W. Fic Meykb. 



60, Soit S Tun des contres de similitudc de deux cercles C et 6". Une 
droite variable passant par S rencontre C suivant la corde ABy et C suivaut 
In oorde A^^, Ttmant les lieox des eentxes de siniilitude des oerdes ayant 
ponr diamtoes AB fIL Ä'SS, 

Gonstantinople. B. N. Babibibii. 



51. On (Innne une parabole de sotnmot 0 et tin point fixe P prig 
Sur Taxe de la parabole. Par le point P on mene une droite variable qai 
renoontre la parabole en J. et .fi. Montrer qne le Heil des eentres de quatra 
cercles tangents aux trois cdt^ du tmogle AOB est une quartique. Ddter- 
miner bi positiüti du point P poor que oette quartique so ddoompoee en 
deux droites duubleä. 

Gonstantinople. — . E. N. Darisien. 

H 

X i — 

62. Untersuchung der Gestalt der Kurve y <=■ yx \ Bestimmung der 
Zahlwerte der KoMdinaten ihnr Wendepunkte auf fllnf Stellen. 

Berlin. E. Lakpk. 



Iis, Von dem Punkte C in der Ebene einer Parabel zieht man die 
Tangentm CB^ und CB^ (B^ und die BerfUirungspunkte) an die Kurve 
und errichtet in Bi und B^ die Nonnalen, weldie sich in F schneiden 
mögpn. Die Koordinaten 5, t] von F aus denen von C (r, p) zu berechnen 
und dann die Verwandtschaft zu untersuchen, in welcher den Punkten C 
die Funkte F «itspreclMni; insbesondere «nfadie rieh entq^rediende Eunran- 
sohann lu bet&nmen. Weldie Funkte C flkUen mit ihren «itaprecbendeii 
zusamniPn? 

(ileicbe Fragen für die JiUlipse und die Hjperbel. 

Berlin. E. Lampb. 
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54. Der Ausselilag a eines Pfindols ^jegen die Kubclagc WtrUgl 179*' 59'. 
Wie verhalt sich spin^ J^' hwingungsdauer T tu. der Sohwinpungsdauer Tq 
ffir unendlich kleine Schwingungen? (Füi* a « 180" ist bekamiüich 2' = oo). 

Berlin. E. Lampb. 



Zu 32 (Bd. II, S. 213) (Ed. Janisch). Zweit« Lösung. Wir WMgno. 
•/.HTinchst, dafs die drei Punkte (tpa', [tnc', ab), s In einer Geraden 

liegen. Dies ist der Fall nach dem Pascal sehen äatzo, angewendet aut 
das Seehaeok e'ma*abe. Denellie Satx, angewendet »uf 4m Sedneek 
b'ma*aebi beweist, dafs auch die dnu Punkte (»««', &c), (»f, ac), s in 
einer Geraden liegen. Dies gilt für jeden Pirnkf von Ä", folglioh auch fBr tn'. 
Wir zcigT^n nun, dafs auch die Punkte (m'a, b'c'\ (w'6, f'a'), (w'c, a'b') 
aui /i liegen. Zu dem Zwecke betrachten wir dos Seckseck m'acc'b'm. 
Naeb dem Paaealidieii 8«tm liefen die dni Punkte (m'a, b'c'X (mh\ ae)y t 
in einer Geraden; folglich alle sechs bisbor betrachteten Punkte. Vpi-tau.«!cbt 
man in sämtlichen Rec-bsecken a mit a\ b mit b\ C mit c\ so erhJÜt man 
den Beweis fär die Gerade fi'. 

Dnxch den SbrahknMlsdiel um s sind die Panktnihen m wnd in in- 
Tolntorisoh ^paart mit s als Involutionszentmm. 

Bezeichnen wir kurz die Strahlenbüschel durch ihre Mittelpunkte, so 
erkennt man leicht, dafs «(fi) A ^(l* ) ist, wie folgt. Es ist z. B. c(m) 
A ^t'O**) ™d c(m) A ^(f*')f da oe dieselbe Pimktrahe auf a'ft' projineren. 
Ebenfalls ist «'(»») A ^(f*)» sie dieselbe Punktreibe auf bc projizieren. 
Demnach ist auch s(u) A s((t'). Die StrablenbüsL-liel u und a' sind daher 
projektiv und involutoriscb, dia sich je zwei Strahlen, wie oben gezeigt 
wurde, gegenseitig cntspiecben. 

Der duale Satz lautet: Sind abc \md a'b'c' zwei pcrapektive, sinem 
Kegelschnitt K ninbeschriebene Dreiseite und ist m eine beliebige Tangente 
an 7v', dann gehen die drei Geraden (ma\ bc), (m6', ca), (mc', ab) durch 
einen Punkt /t, welcher auf der Schnittgeraden 8 der homologen Seiten der 
Drmseite liegt Ist m' die sweite Tangente, welche ans dem Sdnüt^rnnkte 
von m und ^ an ÜT gelegt wird, dann schneiden sich in demselben Punkte fi 
die drei Geraden (m'a. '/r'), (m'6, c'a'), (m'r, a'b'). Umgekehrt gehen 
durch einen anderen aut liegenden Punkt fi' diu sechs Geraden (m'a', 
(m'ft', ca), (w'c', ab), («a, ft'c'), («6, c'a'), (tue, a'6'). — Die Strahlen- 
paai-o (m, m') und die Panktepaare (ft, i»") bildm dexari iwei pnigekthre 
involutorische Gebilde. 

Der direkte Beweis wird genau wie oben geführt, indem man statt der 
Rankte stets Geraden setzt, nnd umgekehrt 

linbeek. B. NnviaiDORFF. 



Zn S6 (Bd. n, 8. 214) (H. Bertram). — Die StraUenMisdiel mn 0 

und 0| sind piorjektiv aufeinander bezogen, wenn man die Strahlen einander 

zuweist, WLlchß deaselben Punkt des Kegelst bnitts projizieren. Dadurch 
Bind dann auch die Punktreihen, welche die Stnüüenbüschel in der Geraden ^ 
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diirrli (r einBchneiden, projektiv aufeinander bezogen. Sei H der Schnitt- 
punkt (fi, OOj), so entsprechen die Punkte II und G einander doppelt; 
denn ist 00^ ein Btrahl des Bdsolwls um 0, so entqnicht ilm di» TM^genle 
in Oj, und umgekehrt. Demnach sind ^e prqjeUiTen Funktreihen isf 
Yolatorisch. 

Ist die Gerade GH parallel einer Asymptote, so ist der unendlich 
ferne Punkt ein Doppelelement der Livoltition ehenso wie der Sduuttpiinkfc JK 
mit der Kurve. Da demnach je zwei konjugierte Punkte durch Jf und den 
uiK'nf^lk'li fernen Punkt hannonisch getrennt werden, SO müssen sie gleichen 
Abstand von M haben. 

Die in der Aufgabe angegebene Konstmktion liefert in der That dne 
Hyperbel, da die Si t abicnbttschel um 0 und 0, entgegengesetzt projektiv 
sind (die Punktinvolution auf (t besitzt zwei reelle Doppelpl'^mrntf') und 
demnach 2 Paar konjugierte parallele strahlen besitzen, welche die unendlich 
fernen Punkte der Hyperbel liefern. Trägt man die Strecke OH von O, in 
«ntgegmgeeetster ^cfatong auf OOj ab bis H^^ so ist GHi die Richtung 
der zweiten Asymptote; denn zieht man durch 0 und Parallelen zu 
so liegen deren Schnittpunkte gleich weit von M pntfrrnt, da die einzelnen 
Strecken proportional sind. — H f&Ilt mit fl^ zusammen, wenn II der 
IGttelpnnkt Ton OOj ist. In dieenn FaUe hat die Kurve nur einen un- 
endlich fernen Punkt f/woi /.usammenfallcnde), ist also eine Parabel. 

Unmittelbar folgt daraus dip KoTistniktion einer Parabel, von welcher 
zwei Tangenten mit ihren Beruiirungsp unkten 0 und gegeben sind. Man 
halbiere die Sehne 00^ in H, Den Sishnittpunkt der Tangenten 0- -ver- 
bindet man mit H und halbiert GH in Jf. Dann bezieht man 2 Strahlen- 
büschel um 0 und Oj so projektiv aufeinander, dafs je 2 Strahlen kon- 
jugiert sind, welche 2 gleich weit von M entfernte, auf GH Hegende 
Pnnlcte projiziereiL Diese Strahlsnbttsdul erseogen die Parabel. 

Einbeck, B. NnuxHoonrF. 



^MSMiyr aus änm &Ar^m an Herrn F, Mejfer. 

Zu 87 (Bd H, 8. 856) (S. Qnndelfinger). Anknttpfend an den Satx 

des Herrn Gundelfinger, dafs die Leraniskate analog dem Kreise ftlr jeden 
Punkt eine „Potenz", d. h. ein konstantes Produkt der Selinenabschnitte liefert, 
kann man nach allen algebraischen Kurven dieser Art tragen. Ist F {x^ yJ'^O 
die Gleichung dner BoMen in reefatwinkligett Koordinaten, so nrihnen die 
Wurzeln | des Systems F(a + ^ cos 9» + ij sin 9, 6 -f | sin 9? — oos 0,ij^O 
d. h. der Gleichung F{a + | cos 9, d + | sia 9») — 0 ein von 9 nnab- 

httngiges Produkt haben. Das Produkt der Wnraeln ist -^( Q^) — 

f{x, y) das Aggregat der Glieder höchster Ordnung von F(xj tj) ist. Es 
muTs also f(x, y) konstant sein, wenn j-* -j- ?/' — 1 ist ; d. h. /"(x, y) = r (3-' -j- j/^" : 
die gesuchten Kurven sind die „zyklischen", welche keine anderen un- 
endlich tonen Punkte als die KreiBpunkte haben. Dieser Sais ist sofort 
auf mehr Dimensionen zu fiberfaragen, entweder diurch Betrachtung der 
ebraen Schnitte, die Kurven von der jjefundenen Art sein müssen, oder 
durch einen dem obigen analogen Beweis; denn z. B. atis f{x^jf^ z) ~ konst., 
fBx a* -f + — 1 folgt fixy tfy g) =a c(x* + jf* + «"Jr. Die gesachten 
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Flächen im Ranine sind also diejenigen, die keine unendlich ferne Kurve 

als den Ku^'plkreis luiben, z. B. die Zyklidf'ii. 

Abfr wie heifst tler analoge Batst für Raumkurveu etc.? Übrigens läfst 
der Satz die aiiuie Verallgemeiuerung zu: MiCst man jede Strecke mit dem 
va ihr panUelea Badins der ^^fllehe** as* + by' -f m' 1, so liefern 
die und nur die Fl&chen fQr jeden Punkt eine konstante Potenz, deren 
Glieder hüchst«r Ordnung die Form haben: C{aa* -f- by* + cz^". 

Königsbeijg i. Pr. Tu. Vaui^kn. 



% Spnehsaal für Encyklopädie der 1Iat1i«mati8e1i«ii Wissenseliafteit 

[Einaendungen für den SprechHaai erbittet Frauii Meyer, Königsberg i. Fr., 

Mittelingheim 61.] 

Zu I A 2. Kombinatorik. 

I. S. 40, Aum. ^4 ist beizufügen: 

A. Hnrwitx, Zur Invariantentiheoiie, Ibtb. Annale» 45 (1894), 
389. Es Sri gestattet, bei dieser Gelegenheit auch auf die erst nach 
ErscheiiiPu des Heftes d^r EneyklopRdif» publizierte Arbeit von Cyp. 
Stephanos, Sur une extension du calcul des substitutions lineaires, 
Joom. de math., 5* ser., 6 (1000) zu verweisen. — Im Texte wäre 
vielleicht erwflnscht, noch eine Art der meihifadien Verknüpfung einer 
Determinante mit sieh selbst zu erwähnen: für einen Spezialfall bezeichnet 
Pascal in seinen Detenuiiiantcu (I)eutsclie An?g. Leipzig, 1900) diese 
Beziehung al» Schölt zsclien Satz. Litteratui' bei l'aseai, a. a. 0., S. 104. 
Beimittgen zv der Ton Pascal angeftthrtenLitterator ist noeh A. Hnrwits, 
Math. Annalen, 45, 8. 390. Man bezeichnet die fragliche Detenninante 
passend nach Hurwits als die Detenninante der so und sovielten Potenz- 
translbimation. 

I. B. 43, letzte Zeile. Das Sjnbol (1, 3, . • n) tritt schon bei Jaeobi 
auf nnd zwar an ätm in Anm. 105 angeführten Orte, woca noch bei- 
zufügen: Jacobi, Jonm. f d. r n. ang. Math., 29, 237. 

L S. 43, Anm. 106. Beweise für den Cayleyschen Satz haben auch 
Seheibner, Über Halbdetecminantem, Sächsische Berichte (1859), Mertens, 
Jonm. f. d. r. v. ang. Math.» 88 gegeben. 



Zu I A 6. Endliche diskrete Gruppen. 

I. S. 218, Anm. 75. Da der Satz nur implizite hoi C Jordan a a Ct. 
steht, so wäre (Jayley, Americ. J. 1 (1878), 50 = coli. math. papers, 
X, 8. 403 anznfBhren; Cayley hat den tn^Bbim Satz wohl znm ersten 
Male explizite angegeben. Femer wäre vor Dyck anzufahren: Fro- 
benius und Stickelberger, Über Gruppen von vertauschbaren Ele- 
menten, Joum. f. d. r. n. ang. Math., 86, S. 230 Anmerkung. 

L fl. 220, Z. 6 V. u. des Textes: Lies BÄß-K 

L 8. 224, Z. 9 T. n. Oole hat die Gruppen bis zur Ordnungszahl 660 
behandelt 
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Zu IB3a. Separation und Approximation der Wurzelu. 
I. S. 408, Z. 21 V. 0. Lips a-\- mA> h. 

1. S. 409, Z. 5 V. 0. Nach den eingehenden Auseinandersetsoiigeii yom 
G. DftrboQz (Oeumi 4d Fourier, Bd. H, 8. 310) ▼«rdioit das Thfloma 
aar den Namen Fourier« zu fOMeo. 

L S. 411, Z. 14 y. u. Der 8a4s, „dafs mit wachsendem x die AazaU der 

Zeichenwerhsel beim Pa-^sipren einer Wurzel der Gleichnnp um eine un- 
gerade Zahl abnimmt lud sonst nur um eine gerade Zahl abnehmen 
kann,^ setzt voraus, dafii die pasrierfce Wurzel einfkehe Wurzel der 
Gleichung ist. Es wäre auch Z. 7 v. u. zu Lomerken, ilafs beim 
Fouri ersehen Satxe bei der BesfiininnTig der Zahl der Wurzeln einer 
Gleichung f(x) = 0, die zwischen einer beliebigen Zahl j-j imd einer 
grOrgersn Zahl liegen, eine jede Wurzel so oft zu zfthlen ist, wie der 
Grad üuur Vielfachheit es ani^elvt Dieselbe BemerkuDg gilt auch fllr 
S. 411, letztf Z^ ilo des Textes. 

1, S. «n 1 , Anin. 7. Ks wihn noch bf i/AiFütron: Fourit r, Sur l'usage du 

thäoreme de Descartes dans la recherche des limites des racines (1820). 

Oeuvres de Fourier II, B. 291. 
I. S. 412, Anm. 8. Hier wBre auch die Besprechung von Fouriers Anar 

lyw des equ. d^term. von Oaufs, gos. W«rke m, B. 120 zu erwtiuieik 
I, S. 428, Z. 10 V. u. Der angeführte Satz ist aus der Arbeit von Cayley, 

Journ. de mnth., II, 297 zu entnehuien; explizite ausgesprochen wurde 

er von Bor<jhardt, ebenda, 12, 58 (1847). 

L 8. 433, Z. 6 V. u. Fourier hat thaisftchlidi die Funktion /(x) durch 
Fanktifflieii zweiten und höheren Qrades ersetst Torztiglieh bat er auf 

diese Weise Betrachtungen fnr die durch Funktionen zweiten Grades 
veiTnittelte Annäherung, die den in T, S. 4lü anpetuhrten yii^:'pn über 
die lineare iiunähenmg ähulieh sind, augestellt. Vgl. Fourier, Analyse 
des ^u. djtenn.: Artikel 38, 34, 41 £ des zweiten Buches. (Deutsdie 
Ausgabe von A. Loe wy in Ostwalds Klasukem der exakten Wiss. Nr. 127.) 

I. S. 139, Z. 1 V. o. Es sollte nicht nur von der gröfsten Wm-zel die Rede 
sein. Da die Nntiz über Kettenbrüche sehr kuTi ist, sei gestattet, das 
Folgende zur Ergäu/.img anzugeben: 

bt die in einen Kettenbroch zu entwickelnde podtive Wand, der 
Gleidmng f{s) — 0 mit x bezeichnet| so bestimme man die nfiobst kleinere 

positive ganze Zahl a und setse: »^a + ^- Die sieh für y OEgebende 

Gleichung, die mit — 0 bezeichnet sei, hat soviel reelle positiv» 

Wurzeln, die > 1 sind, als f{x) — 0 rcpllo positive Wurzeln zwisohon a 
und a -\- 1 hat. Man bestimmt eine ganze ponilive Zahl ('^ ^ 1, so dafs 
zwischen xmd a, + 1 eine Wunsel von f\ (»/) = 0 liegt. Setzt man 

y = + — , so penüpt ?/j einer Gleichung /«(.'/i) = <lie soviel reelle 

Wurzeln, die > 1 sind, besitzt, wie fi(j/) ^ 0 reelle Wurzeln zwischen % 
und (i| + 1 hal Yiihart man so fort, so weisen nach einer gewisMU An- 
zahl von Bch ritten die transformierten Gleichungen nur einen einzigen 
SSelchenwechsei auf und besitaen dah«r nach dem Satie von Doscnrtes 
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nur «me «inzigc posiÜTe Wonel.') — Yinoeat hat aadi an d«m 
unter 1) angefahrten Orte gezeigt: Setzt man in eine Gleichung ohne 
mehrfache Wuneln entsprochend dem Lagrangeacbea Prozeß der 

Keihe nacli: 

10 galangi naUf wie aneh immer aonst die Zahlen Oj, . . die nur 

positiv und gTfifspr als 1 vorausgesetzt shid, .sein mögen, fifhlicrslich zu 
transformierten Gleichungen, die entweder mir Zeichenfolgen uder einen 
einzigen Zeichenwechael aufweisen. Im zweiten Falle bat die vor- 

a+ l 

gelegte Qleichmig den Eettenbrach + so' Wnnel; der 

erste Fall tritt jedesmal dann ein, wenn der angegebene KettenbrucU 
keine Wimel der vorgelegten Glmehnng ist — Lagrange hat aneh ein 
Verfahren angegeben, um die Teilnenner a des Kettenbruches, wenn einige 
derselben bekannt sind, ohne Probieren 7m finden (Oeuvres 8, S. 12(>); 
ist die Mechnung weit genug vorgesehritten, so liefert eine einzige 
Operation bald mehrere Teilnenner. VgL aneh Legendre, Theorie des 
nombres, 3* 4d., I, 8. 143; ferner H. A. Stern, Theorie der Kettenbrüche 
und ihre Anwendung, Jouru. f. d. r. u. ang. Miitli., 11, S. 277. - - Die 
ganzzahligen quadratischen Gleichungen und die periodischen Ketteubrüche 
sind in I A 3 (8. 132) behandelt Die Frage nach den irroduktiblcn 
Oleidinngen, welche die fSgenaebaft haben, dafs, wenn man ihre reeUen 

Wurzeln nach Lagranges ^fethode in Ketfeubrüehe entwickelt, zwei 
oder nnehrerc der sich ergehenden Kettenhrüche scliliefslich die.sell»en Tcil- 
nenner aufweisen, wwde von Vinceut, a. a. 0., angeregt und von 
J, A. Serret, Diveloppementa bot nne daaie d'4qnationB, Joorn. de 
math., 16, 152 (1850), erledigt. Vgl. J. A. Serret, Cours d'algibre, II, 
S. 515 ff. (3** ed. 1866). Bezüglich der Gleichungen dritten Grades 
dieser Art vgl. Lobatto, Note sur une propriete relative aux racines 
d'nne classe partiooli^ d'lquations dn troiBi^e degre, Jonni. de math. 
9, 177. 

I. 8. 439, Z. 6 v. 0. Bornoulli.'^ Verfahren. Die allgemein D. Bernoulli 
zugeschriebene Methode geht in Wahrheit auf Lagrange (Traite de la 
res. des equ. uumeriques, Note 6, Sur la methode d'approzimation tiree 
des series ricorrentea, Oenvres de Lagrange, 8, 8. 168) snrOek. 
Bernoulli bebandelt an dem in Anm. 34 erwähnten Orte die Berech- 
nung der GleichungswTir/eln durch rekurrente Beihen. Er giebt den Satz 
(a. a. 0. S. 98): Hat mau die Gleichung: 

und bildet in reknirenter Weise: 



V' Laprange, Traite' de ia rosolution des equ. nmiif^riques, rhap '{ sowie 
Koie l'Z (Oeu?r«ä de Lagrange, Bd. 8). Vinceut, Nut« Hur ia reHuluUoii des 
^uakioiifl, Joora. de IdoaTille, 1, Ml (18S6). 
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wobei Pj, Py, .,.<, Pn n wülkarlielie Oröbeit aind, so oAliert ach der 

Quotient mit wachsendem v, felis nicht «wei Wurzeln der Gleichung 

» 

denselben grölsten absoluten Betrag haben, einem Grenzwerte, der die gröfste 
Wurzel der Gleichung ist Ein analoges Theorem giebt Bernoulli (a. a. 0. 
S. 92) fOr die absoint UeiBBte Wui^ der Gleichung. — Die Heüiode des 
Textes, wobei die P,. die i'leii Potenzsuininen ."?, der Oleichnngswurzoln sind, 
tindet sich frst bei Lagrange (Oeuvres H, S. 17u) mit der Bemerkung 
„Cette metbode reutre dans celle que Daniel Bernoulli a deduilu de la 
conaidfattjon des suitee r^curreoteB et qu' Suler a «poi^ en detail dans 
son IntroduetioiL^ Die uns 1 i i !<o gel&ufige Thatsache, dafs sich durch 
dip ersten n Pot«>nzsumTnpn der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
«ten Grades die folgenden in rekurrenter Weise ausdriicken lassen, war 
D. Bernoulli, als er 1728 die fragliche Arbeit TerOffenflidkte, fibarhaupt 
vielleiebt nicht bekannt; jedenfalls war dieses Resultat MOih nicht pu- 
bliziert. T>ie Arithmetica uuiversaü-, (lie 1707 ersi^bieuen war, enthält 
die Newtonschen Formeln bis zur sedisteu Potenz mit der Bemerkung 
et sie in infinünm dbsenrata serie progressionis ohne Beweis. Die 
Summen der (n -\- l)ten und folgenden Potenzen, auf die es bei der 
rekurrenten Beziehung ankonxmt, drücken sieb ein wenig anders aus; 
man kann daher sogar vielleicht zweifeln, ob Newton selbst das Gesetz 
ftür die Summen der höheren als n tcn Potenzen loumte. Bewiesen wurden 
die Newtonschen F<ntne1n eist 1746 von G. F. BftTmann (BKrmannt 
Arbeit ist abgedruckt in Newtons Arithmetica universalis, ed. Castillii)- 
neu'^ ('l7<i!\ Add., 110.) Vor Bürmanu erwähnt nur Jobann Ber- 
noulli, daLs er eiaeu Bewei» für das sehr elegante, von Newton ohne 
Beweis g^bene Theorem besitBe. (Opera lY, 8. 22 (ed. 1742)). — An 
weiterer Litteratur wäre in Anmerkung 34 aufser Lagrange noch bei- 
zufügen: Legendre, Theorie des nombres I, Artikel 113, S. 168, 3* ed. 
— Eine Fortbildung der Methode zur Berechnung sUmtlicher Gieichungs- 
wuneln ist zuerst von Fourier, Analyse des ^u. d^term. (Deuisehe 
Ausgabe in Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 127, 8. 68ff.) 
angedeutet worden; ausgeführt wnrde sie von M. A. Stern, .Toum. f. d. 
r. u. ang. Matk, 11, 294 und Jacobi, ebenda, 13, 349. Vgl. noch 
Torsflglieh die In. Anm. 36 ritierte Arbeit von F. Cohn. 



Zu I B 3b. Bationalo Funktionen der Wnraeln. Symmetrisehe 

und Affektfunktionen. 

L 8. 451, Anm. 6 ist beizufügen: 

IjBgrange, Trait4 de la resol. des equ. numeriqnes. Note 6, Oeuvres 
de Lagrange 8, S. 168. — Grunert, Supplemente zu Klügeis maUi. 
WOrtsrtrache, n, B. 424. — Auf die iw« genannten Autorra sdieineo 
die heute flblichen Beweise der Newtonsdien FoimsUn snrttckrageken. 

FreibttxgiB. A. Lqbwt. 
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Oedftehtnisrode auf Immanuel Lazarus Fnclis 

(geb. am 5. Mai 1833, gest. am 26. April 1902). 
Von M. HAMBüBaEB. 

Q«balten im Mathematiachen Verein der Universitilt Berlin am 6. Mai 1902. 

Als Tor ftlnf Jabren der greise Weieretrati in dem nnbertritteiieii 
Rnlime des ersten Analysten seiner Zeit ans dem Lebeii aoliied, da war 
bereits seit lange glänzender Ersatz geschaffen in dem Manne, dessen 
plötzlichen Heimgang wir jetzt beklagen, in Fuchs, dessen Name in 
der Geschichte der Mathematik mit einer der wichtigsten Disziplinen 
(hr Analjsis, der Theorie der linearen Differantialgleichmigen, stets 
ruiunrpich vf»rkfiü[>ft sein wird. 

Das oft zitierte Wort aus der Erwideruiig auf semti Antrittsrede 
als Mitglied der Berliner Akademie der Wisscuschafteu, dafa er dem 
mathematischen Königreiche eine neue Provinz hinzugefügt habe, konnte 
spater bei der Übersdura der groAten Beibe bedentangsrolkr Eigeb- 
nissei die bei dem Aufbau und der Durdtforscbung des Gebietes in 
ngster WechselbeBiebnng mit den verwandten Disiiplinen gewonnen 
wurden, dabin ergSnst werden, dals die Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleiebungeo seit ihrer Begrflndung einem groi^eti und wichtigen 
Teile der analytischen Forschung ihr Gepräge aufgedrQckt hat. 

Die Darstellung der wissenschaftlichen Leistungen Ton Fuchs, 
die nicht allein durch die Zahl ihrer Erc^f'hni?^sp, sondern auch durch 
die Stellung npiirr l'robleme und Einlührung neuer Methoden hervor- 
ragen, ist eme Aulgabe, von der ich mir nur zu wohJ hewulst bin, 
wie wenig ich ihr gewachsen bin, und wenn ich der ehrenvollen Auf- 
forderung des Mathematischen Vereins, die Gedächtnisrede zu halten, 
gefolgt bin, so habe idi meine Bedenken lurfiokgedrii^ in dem tiefen 
GcdFBhl der Dankbarknit £Dr die IVeundschafi^ die der Dahingeschiedene^ 
SU dem ich stets mit Yerehrung au^bUckt, mebr sls 50 Jahre mir 
geschenkt bai 

Immanuel Lasarus Fuchs ist den 5. Mai 1838 su Uosdiin in 

der Provinz Posen geboren. Schon in dem frühen Alter Ton 14 Jahren 

Ai^T d«r lUtiiMMttlk «Bd rhjtXk. ULAaUm. ÜX. IS 
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TwlieCi er das EltomhaiMy mn das Friedrieb-WQhebiu-Gyliiiuuinim ia 
PoBODi 2a beaadien, wobei er genötigt war, bei den dOrftigeii y«t- 
hältnissen, in denen sich seine Eltern be&nden, neben der Arbeit fOr 
die Schale für seinen Unterhalt za sollen. Die aiiBgeseiclmeten Fort' 
sehrittef die er teoia mai^elhafter Vorbereitung auf dem Gymnasium 
maehte, emiögUchtcn es ihm sehr bald, durch Unterricht sich Erwerb 
zu schaffen Rr war ein gesuchter T^ebrer, ausgezeichnet durch die 
Kunst, in Schüler die Terhorgeneu Fähigkeiten /u erwecken und zu 
entwick' l 1, und den Ell*m empfohlen durch den Emst, JOi dem er in 
dem scliwierigeii Kampfe mit der Not des Lebens weit vor seiiieu 
Altangenossen herangereift war. Zu dieser Zeit war es, wo er euent 
mit Koenigsberger in B«rfllining kam. Als Erzieher in dessen 
^ns berufen, yenland er es, in sdnem Zögling das Interesse fllr 
Mathematik so erwecken. Der m&chtige TO«fl«fa^ den er dadurch ilher 
ihn gewann, war sossdilaggebend daittr, daJs aidi Koenigsberger 
der wissenschsltlii^en Beniüibahn anwendete, die sieh so glämtend ge- 
stalten sollte. 

1853 erhielt er das Zeugnis der Keife, blieb aber dann zunächst 
ein Jahr in Posen als Hauslehrer im Koenigsbergerscheu Hause. 
Auf der Universität hatte er noch das Glück, zu den Fülsen Dirichlets 
zu sitzen. Aulserdem hörte er Kummer, Borciiardt und von 185G 
an Weierstraf s. Neben dem Hören von Vorlesungen studierte er 
fleilfiig Qaufs' Disquisitiones arithmeticae, sowie die Werke der fran- 
aSeisehen Master, wie Fourier , Laplacei Harrorhehen möchte ich 
nodi, dais ich als junger Student ihn besonders eifrig mit Ganchjs 
Ezerciees beschäftigt £uid, die er als anfserordentlich instrnktiT priee. 
Es seheint mir das Torbedentend fOr seine spatexe winenschaftlidie 
Richtung, die ja doch vomehuilich TOn den Cauchy sehen Prinzipien 
bestimmt wurde. Auf der UniTereität machte er sich bemerkbar durch 
eine Bewerbung um eine Preisaufgabe, bei der er den zweiten Preis 
davontrug. Sie betraf das Gebiet der Geometrie, und /wnr den Teil 
dea<?elhen, der mit der Theorie der partiellen Uiffrimti ilgleiehungen 
zusammenhängt. Mit dieser Arbeit promovierte er auch 1ÖÖ8. Ab- 
gesehen von einer zweiten Arbeit auf demselben Gebiete bewegten sich 
seine ersten selbständigen Arbeiten auf dem Felde der Zahleutheorie. 
Die Wahl der Aufgabe in einer derselben, die Bestimmnng der Elassen- 
aahl der ans den Einheitswnneln gebüdeten komplexen Zahlen toh 
periodischem Verhaltm, aeigl^ wie tief er in die Kummersche Theorie 
eingedrungen war. 

Nachdem er an mehreren Anstalten Hil&lehrer gewesen war, auch 
an dw Vereinigten Artillerie* und Ingenieurschule Unterricht erteilt 
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hatte, trat er in das Kollegium der Friediiclis -Werderscheu Gewerbe- 
Mlmle ein. 1865 liabiliMwte «r an. der hiedgeii üniTemttt als 
PriTatdoient Zu Ostern deeaelbai Jahiee mehien in dem Programm 
der FriedricliB-Wwdmeheii Oewerbeeehole eine Arbeit Tom FucIlb 
unter dem Titel: fßur Theorie der Uneaien Differaitialglaehungen mit 
▼erSnderlichen Koeffizienten'', die zuerst die Aufino^samkeit der 
mathematischen Welt aof ihn lenkte nnd ihm auch balJ darauf die 
anfserordentiiche Professur eintrug. Sie begrOndet die moderne 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. Das neue Licht, das Ton 
Hiemanns wegen der Originalität und Tiefe gleich hf^wundemswerten 
Methoden und Prinzipien ausging und auf alle Gebiete der Analysis 
seine glänzenden Strahlen warf, sollte auch hif»r seine zündende Kraft 
bewähren. Die ihm eigentümliche liestiinmuugsweiae einer l^'uuisiion 
dorch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen hatte RiemanUi wie in der 
Theorie der Abelediein Fonktionoii, eo andi fttr die üntersnchnng der dureh 
die G»nfs8ehe Reihe dantellbarai Fonktionen in Anwendung gebradii 
Die Abhandlnng Ober dem letzteren G^jenetand war sdum im Jahre 
1857 enehienen. Doch nodi war die neae Denk- nnd Anschanongs- 
weise zu wenig in weitere Kreiae eingedrungen, und so blieb diew 
jetzt so berühmte Schrift ohne merkbaren Einflufs. Helhst Kummer, 
mit dessen Arbeit über die hypergeoraptrische Reihe die Abhandlung 
die nächste Beziehung hatte, konnte Fuchs auf sein Befragen keine 
Auskunft über den Inhalt derselben geben. Das eindringliche Studium 
dieser Schrift veranlaiste Kuchs zu seinen Untersuchungen über lineare 
Differentialgleichungen. Hier entwickelt er z-ura ersten Male pnuiis 
den Begriff eines Fuudamentalsjstems von Integralen, zeigt, dafs die 
Integrale eines solchen Systems bei Umlänfen der nnabhangigen Ta- 
riablen nm die singolSren Punkte, die hier mit den Koeffizienten der 
DifEerentialgletchmig gegeben sind, in lineare homogene Verbindongen 
ihrer selbst «ibergehen, woians dann folgt, dafo es stets Integrale giebl^ 
die bei einer Umkreisung eines singnlaren Punktes in sich sdbst mit 
einer Konstwten mnltipli/iert übergehen. Der Augenblick ist mir in 
lebhafter Erinnerong^ da Fuchs den Satz fand. Wir wohnten zur Zeit 
vorüberfjphend zusammen, und ich hörte, wie er, mitten in der Arbeit 
sich aufrichtenrl . in freudiger Erregung «agte: „Eben habe ich einen 
schönen Satz gefunden." Da er vor der Veröffentlichung einer Arbeit 
sich nie über dieselbe äufserte, so niufste ich mich schon gedulden, bis 
die Arbeit publiziert war. Dieser Satz war in der Thai fundamental 
ftlr die lAieorie der limazen Diffiirentialgleichungen; denn er illhrte 
nnmittelbar an dem Erg^bnis^ dafo sieh die Iktegrale in der Umgebung 
der singnl&ren Ponkte wie PotenM nnd Logarithmen Torhalten. Von 

18* 
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der grSAttoiL Wichtigkeit ww die Abgrenzung einer gewiaBen wolüdefi" 
nierfeeiii jeirt sogeaiaimteD FnchsBcheii Elaeie toa lineanui Diffarential* 
gleicliimgeii, bei der nach dem bentigen Avedmek die Integrale Iceine 
UnbeetnnmtlintBeteUen beeifEen und dinier in ibien l^feuMdieffaen den 

algebraischen Funktionen am naclisten kommen. Für sie behemdit 
man das Verhalten der Integrale f&r alle Werte der unabhängigen 
Variablen. Namentlich konnte man auf algebraischem Wege die Ex- 
ponenten des AnfaTigBgliedes in der Entwickeluiig der Integrale in der 
ümgebiing der siiigulären Piinkte hestimmPTi, 

Nachdem die Grundlagen der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen entwickelt waren, zeigte sich bald, dafs dieselbe nicht nur 
auf bereits erforschte Gebiete neues Licht warl, souderu uucii zu neuen 
FroUamen nnd Zielen hinniftlirai geeignet war. In einer nach- 
folgendm Abbandinng belraehtet Fncbs die Periodizitätamodnln dee 
byperelliptieoben Integrala als Funktionen eines Paiameten, indem die 
Versweigongapnnkte des Integrale ale von einem Parameter abbangig 
angenommen werden. Diese Funktionen genügen einer linearen DiffBENOtial- 
gleichung der Fuchs sehen Klasse^ deren Herleitung gegeben wird. 
Um aber die Anwendung der neu gewonnenen Prinzipien fruchtbar zu 
gestalten, winl das neue Problem gestellt, aus der Integralform selbst 
die Veränderungen zu bestimmen, die die Funktion bei beliebigen Um- 
läufen erfährt. Die Lösung dieses Problems mittels der von ihm be- 
gründeten Methode der veränderlichen Integrationswege, kombiniert mit 
den erwähnton Pruizipieu, bietet das Mittel dar, die Periodizitätsmoduln 
ab lineare homogene Fonktitmen der Elemente eines beliebig fixierten 
FondamentalaTsteme der Integrale dw linearen Diffsrentialgleichung 
daizuBteUen. Die erhaltenen Besultate werden spSter auf die Periodinttts- 
modoln Abelscber Integrale anageddini Ffir die PeriodiaitiitBmodQln 
eines elliptisdien Litegrals als Funktion^ des Hodnls führt Fncbs 
die Untersuchung in einem klassischen Anfsata, der an Hermite ge- 
richtet ist, weiter fort, und indem er umgekehrt den Modul als 
Funktion des Quotienten der Periodizitätsmoduln betrachtet, gewinnt 
er für den Fall, dafs das elliptische Integral von der ersten Gattung 
ist, den Eingang in die Theorie der Modulfunktionen, fiir deren schon 
bekannte Eigenschaften, die aber hier aus einem weit allgemeineren 
Theorem abgeleitet werden, er so die wahre Quelle entdeckt. Damit im 
Zusammenhange steht eine neue Reihe von Untersuchungen, die die Ver- 
allgemeinerang des Jacobieeben Umkehrongsproblems im Auge habeni 
nnd wo es sidi nm die Furage handelt, welcher Art die Fonktionen 
sein mllssen, die die Stelle der algebraischen Funktionen einnehmen 
dürfen, wenn die ümkehrbarkeit erhalten bleiben solL Ich hebe 
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daisiu nur den Fall hamoTf wo ee §idi um Fmiklionen handelt, die 
dnrdi ümkehruug der Isbegnle zweier LSsungen linearer Didferential- 
^eiehnngeai «weiter Ordnimg entstellen, jffier wird ebenÜiUs die un- 
abhängige Yariihle als Funktion des Quotienten der beiden Losui^^ 

eingeführt and einer eingehenden Behandlung unterworfen, wobei sioh 
ergiebig dab dieselbe anter den für die Umkehrbarkeit erfüllten Be- 
dingungen eine eindeutige Funktion dieses Quotieuttm ist. Diese 
Arbeit hat Herrn Poincare zu seinen ausjsifezeichnctcn Untersuchungen 
über die Funktionen, welche durch lineare Substitutionen unverändert 
bleiben, den direkten Anlaik gegeben. Mit Hilfe dieser Funktionen, 
von denen er eine gewisse Klasse mit dem Namen der Fuchsschen 
Funktionen bezeichnet, gelmgt es ihm zur Bewunderung der mathe- 
nuüeeheii Welt an neigen, wie man abUmgige und unabhängige Variable 
einer linearen DüFerential^eiehung mit algebnuscheat Koeffizienten und 
ebenao swei durch eine beliebige algebraisohe Gkidrang Terknfipfte 
YeiSiidediolie als eindentige Funktionen eines Parametera darstellen kann. 

Die Frage naeh der algebzaiadien Integrierbarkeit linearer Diffe- 
rentialgleichungen war fftr die spezielle Differentialgleieliungy der die 
6 an fs sehe Reihe genügt, zum ersten Male von Herrn Schwarz in 
einer beriihmten Abhandlung gelöst worden. Fuchs lö.ste diese Frage 
für die allgemeine liuoarf Difrercntialgleichung zweiter Ordnung. Die 
Methode, die er dabei anwandte, ergab Beziehungen zur Invarianten- 
theorie algebraischer Formen. Bei Gelegenheit der Herstellung der 
dabei in Frage kommenden sogonaiinten Frimformen stellt er den Al- 
gebraikem das Problem, die Formen nten Grades zu bestimmen, deren 
Korarianten tob niedrigerem als «trat Grade rersehwinden. Denn 
durch diese Eigenschaft konnten die Primfi»m«i definiert werden. 
Die Losung dieses Problems wflrde ihm die Bestimmung der Prim- 
formen, die er auf einem anderen Wege gab, erleidhtert haben. Herr 
Gordan löste in der That später das gestellte Problem. Für die 
linearen Differentialgleichungen höherer als zweiter Ordnung nahm 
Fuchs die Frage auf andere Weise in Angriff, indem er die Yoraus- 
sotzung machte, die für algebraische integrierbare DitFerentialgleichungen 
stetö erfüllt ist, dafs zwischen den £iemeuteu eines Fundamental- 
system h eine oder melirere homogene Gleichungen höheren als orst^^n 
Grades bestehen, und Hich die Aufgabe stellte, die Natur der Integrale 
unter dieser Voraussetzung zu ergründen. Er führte die Untersuchung 
für den Fall der dritten Ordnung aus, wo nicht mehr als eine solche 
Relation bestehen kenn. Ohne auf das Ntiiere hiw einzugehen, will 
kh. nur bemerken, dafs gerade diese Arbeit eine grolbe Anzahl TOn 
Mathematikern zur Nachfolge anregte. Die DifferentialausdrHi^ in- 
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▼aviMiter Ntlnry die liier eine Rolle leiden, die BOgenannten Diffe- 
rentialiuvariuitaü, nnd infolge dieeer Anngimg Gegenatand eingekendar 

Untersuchungen geworden. 

Anch auf nichtlincare Difforentialgleichnngen richtete Fuchs seine 
AuftnerkKrtrnkeit. liier ist wiedermn die präzise Fr^osteUung und der 
methodische (rang seiner l utersuchuug bezeichnend. Die linearen 
DifPerentialglpichungen sind dadurch ausgezeichnet, dafs die Ver- 
zweigungspunkte ihrer Integrale von den gewühlten Antaugs werten 
unabhängig sind. Fuchs stellt nun die Frage allgemein nach den 
Differealtuilgleichungen, deraa Integrale eicH dendben Eigensdhaften 
efffrenem, xaaA beantwortet aie fOr die Differeiitia^leicliiiiigeai erater 
Ordnui^, indem er die Form einer aolchen Differentialgleichnng nnd 
die notwendigen mid hiiffeioljflnden Bediiqpuigen ftir die Koefiflaienten 
genau feststellt. Es zeigt sich dabei, dafs das Geschlecht der Diffe- 
rentiiJgleichimg ala algebraischer Gleichung für die Funktion und ihre 
erste Ableitung, in der die unabhängige Variable als Parameter ange- 
sehen wird, eine Rolle spielt. Diesen Gedanken fafst Herr Poincare 
auf und gelangt zu der überraschenden Entdeckung, dafs, falls das 
Geschlecht gröiser als Eins ist, das Integral einer solchen DifFerential- 
gleichiing stets algebraisch ist. Eine schöne lieihe von Arbeiten deut- 
scher und französischer Mathematiker, die der betretenen Bahn folgten 
und die SfeÜiode auf Difll»raitialgleiehungen hdheier Ordauxig anain- 
dehnen sacAiten, wobei allerdings so abaehliefiwnde Besoltate nicht zu 
erlangen wann, zeigt die Fruchtbarkeit der gewählten FrageateUiing. 
Denn das ist eben das Bemerkenswerte an dem Gange seiner Unter- 
anchnngen, dafs aie auch den mitstrebenden Mathematikern ein dank- 
harea Arbeitsfeld erschliefsen. Kurz bertthzen will ich noch die An- 
regung, die Fuchs ebenfalls auf dem Gebiete der nicht linearen 
Diffpr^ntialgleichnngen dadurch zur weiteren Forschung gegeben hat, 
(ials er auf manche L'ifkf^ in den Entwickelungen von Briot nnd 
Büuquet aufmerksam geraaciit hat, namentlich in der Frage, ob das 
holomorphe Integral, das durch gewisse Anfangswerte definiert ist, 
auch wirklich das einzige ist, welches diesen Anfangsbedingungen ge- 
nfigt, wie Briot und Bonqnet hewieaen zu haben Ruhten. Die 
Unterandiimg ergab, daüb es in dar That im allgemeinen mehr ala ein 
Integral gieb^ das Torgeschriebenoi An&ngahedingangen ^tq;»richt. 

Eine ganz neae Beihe Ton hSchst folgenreiidien Untnanchungen 
aber lineare Differentialgleichimgen b^pnnt mit der Einfflhning der 
sogenannten Assoziierten einer linearen Differentialgleichung, denen die 
ünterdeterminanteu, die ans der Determinante eines Fundamentalsystems 
Yon Int^pnien der nraprünglichen Differentialgleichung gebildet werden 
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kSanen, genügen. Hier &bi FucIlb besoaidttn dem Fall ins Auge, 
dab die nnprOnj^die Differantialgleidraiig sa denen gehört, deren 
Snbetitntiinii^nippe tqii eineni in den Eoeffiiienten auftretenden Para- 
meter unabhängig iei Nim gehören zu den Differentialgleichungen 

der bezeichneten Kategorie diejenigen, welchen die Periodizitätsmoduln 
der hyperelliptiscben und überhaupt der Abe Ischen Integrale geuügen. 
Für den Fall, dafs das Gesrbleobt gleich 2 ist. findpf Fuchs die Rcdukti- 
bilität der zweiten Assoznert'en in dem vnn llt irii t robenius fixierten 
Sinne, iIhui mau überhaupt die Einfuhrung des wichtigen Begriffs der 
Reduktü ilität in die Theorie der linearen Differentialgleichungen verdankt. 
Hieraus ergeben sich die Weierstrafsschen Relationen zwischen den 
Periodizitateinodldn der hyperelliptiechen Integrale erster und zweiter 
Gattung, so dafii aodi fttr dieee berfiBinteii Belatiomen «ine nene Qnelle 
in der Theorie der lineaien DifferentiB]gleichnngeD gefunden war. Fuchs 
hatte die grolee Fkeude, dab sein Sohn in seiner Doktordissertetion 
die analoge Unterendinng fÖr die DifferentiaJgleiclningem, denen die 
Periodizitätsmoduln der hjperelliptisdien Integrale von beliebigem Ge- 
schlecht genfigen, durchführte, indem er den Beduktibilitätssatz auf 
alle Assorüerten ausdehnte. Aus den Ergebnissen dieser Untersnchnng 
folgen die Weierstrafsschen Relationen im allgemeinen Falle. 

Abgesehen von dieser Anwendung ist die Betrachtimg der Kategorie 
von linearen Diflerentialglpicbungen, deren Substitutionsgruppe von einem 
in den Koeffizienten auitreteudeu i'arameter imaijiiangig ist, an sich nach 
zwei Seiten hin von Wichtigkeit. Einmal gieht sie Aufschluis über die 
Eigensdiaflan gewisser simidtaner partiellnr Dilferentia^eiehungen, die 
heruts TOn anderer Seite her den Matibematikem sich dargeboten hatten, 
nnd hier hatte wieder Fuehs die Freude^ daft die jfingat im Programm 
des Bismarek-OyninasLunis erschienen« Arbeit seines Sohnes es sieh anr 
dankenswerten Aufgabe machte, die DarsteUnng der besllj^chen Unter- 
suchungen in einer durchsichtigen, weiteren Kreisen zugänglichen 
Weise zu geben, wobei er den Gegenstand von neuen Gesichtspunkten 
ans behandelt und zu einem wichtigen ohne Beweis gegebenen Satze 
den Beweis hinzufügt. Andrerseits ergiel)t wifh die allgemeine Bedeu- 
tung der bezeichneten Kategorie von Diüerentmigleichungen durch die 
neuesten Arbeiten des Herrn Schlesinger, in denen er ein Problem, 
diia üereitä Kiemauu, wie aus seinen nachgelassenen Schriften hervor- 
geht, bescluLftigt hatte, mit den nen gewonnenen HiUbmitteln wieder 
anfiiinimi Das Ftohlem besteht darin, ein System ?on n Fonktionen 
SU bestimmen, für welche die Lage ihrer Vcnwe^pmgspnnkte und die 
Gruppe der linearen Substitati<men, welche sie bei Umliufen der unab- 
hängigen Variablen er&hren sollen, willkttrlich Torgesohrieben sind. 
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Unter gewissen Bedingnngen, die nur die Substitutionen betreffen, 
erbringt Herr Schlpsinper den Existenzbeweis fiir die FimVtionPTi, 
dieselben genügen einer linearen Differentialgleichunir wter Onlijuiiii 
Betrachtet man jetzt die Substitutionen als fest gegeben, tin^ Vt-r- 
zweigirngspuaktf^ aber als variabel, etwa als Funktionen eines Pürü- 
meters, so werden wir hier gerade auf Diireröutialgleicbungen geführt, 
deren Substitutionsgruppe Ton dem in ihren Koeffizienten enthaltenen 
Pazwmetar nnabhingig sind. Denmadi erscheinen, venn man Tom 
Biemanaschen Problem am^seht, die Diflerentialgleiehnngro der be- 
nicbneten Kategorie als der allgemeine Fall, wahrend sie, von Seiten 
der DifEerentialgleidnuig angesehfln, sidi als besonderen Fall dax^ 
stellen — eine Erscheinung, die anch auf anderen Gebieten der Maihe- 
matik oft beobachtet wird. 

Indem ich hiermit die gegenüber der Fillle des Stoffs nur zu 
lückenhafte Schilderung der wissenschaftlichen Werke von Fuchs 
schliefse, ist es mein Wunsch, dafs es mir gelungen sein möge, Ihnen 
von tlem Reichtum, der Tiefe und der Fruchtbarkeit seiner Öchöpfungen 
eine Vorstellung zu geben. 

Sein Lebensgang erfuhr 1869 eine Wmdung, indem er nadi 
Gieiftwald als ordentlicher Fjtofeasor berufen wurde. Vorher aber 
war ein beglflckendes Ereignis in sein Leben eingetreten, indem er die 
Erkorene seines Heizens, Marie Anders, als Oattin heimfUurte. Sie 
Terlieh der sweitMi HUfte seines Lebens sonnigen Gkni darcb die 
sorglichste Pfl^e, die sie in unbegrenzter Verehrung ihm widmete, und 
durch die muntere Lebhaffci^eit ihres Geistes, mit der sie sein Gemflt 
erbellte und, alles Widrige von ihm fernhaltend, die Bahn für sein 
geistiges Schaffen ebnete. 1874 kam er nach Qnttingen und im Jahre 
darauf nach Heidelberg, der Stadt, in der seine Erinnerungen am 
liebsten \m ilten. Hier traf auch aUes zusamuieu, was seinem Geist 
und Gemüt im Innersten zusagte: Herrlichkeit der Naturumgebung, für 
die er bei seinem ausgeprägten tiefen Naturgefühl besonders empfai^- 
lich war, der persönliche Verkahr mit den Stadenten, die Freiheii, mit 
der er als der einzige ordentliche FroÜBSSor in seinem Fache seiner 
wiaaensdiaftlidien Denkwdse Geltung Tenchafiiaa konnte — wie denn 
anch die meisten Scbfller, die aidi einen Namen gemacht haben, von 
da entstammen — endlich und nicht zum mindesten die herzlichen 
Beziehungen zu den Kollegen aus den verschiedensten Fakultäten, die 
auch über die Zeit seines Aufenthalts erhalten blieben. 1884 kehrte 
er, einem ehrenvollen Rufe folgend, nach Berlin zurück, wo er 
denn allerdings erst den seiner Bedeutung augemesBenen Wirkungs- 
kreis faaid. 
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Von seiner LehrUiatigkeit ab Dooeiit rahmen eeiBe HOrar die 
Klarheit eeuoMi Vorfarage, d«r in hagBaniffir Bede ddbinfloie. BSe harn 
ihm nieht darauf an, aeine Wket mit einer Falle yor fertigen Beenl» 
taten zu belasten; er war vielmehr daraof bedaehl^ ihnen dm Weg zur 

präzisen Strll irirT Jos Problems an weisen und die entsprechende 
Methode der Unters uclinng einzuprägen — die beste Weise, den 
Empfangenden zur selbständigen Forschnng anzuregen. Als bemerkens- 
wert verdient In rvorgeboben zu werden, dafs Fuchs in Berlin zuerst 
in Beinen Voriesungeu die Studierenden in die Riemanns he An- 
schauungsweise einführte, fUr deren iienntnis sie vor ilim äuf Lehr- 
bücher angewiesen waren. 

Wie er in der Wissenaehall anf Stroige hidt^ so war er auch 
als Mensch durch Gediegenheit seines Wesens and Liebe aar Wshihdt 
ausgeaeichnet Bei allen Fragen s«nee Fsches hatte er war die Sache 
und die WOrde der Wissenschaft im Ange, persSnliehe Rttcksichten 
lugen ihm ftnL Für seine Person strebte er nicht nach äuTseren 
Ehren. Er war stets der Ansichl^ dafs der wahre Lohn der Arbeit in 
der Freude an dieser selbst liege. „Dieser Lohn", so schrieb er mir 
einmal, „ist invariabel und namentlich keine Fnnktion des Wohlwollens 
der Mitmenschen." Wahres Verdienst erkannte er gern bei anderen 
an Namentlich verfolgte er mit grofser Teilnahme die Fortschritte 
jüngerer Talente, die er in jeder Beziehung zu fordern suchte. Für 
seine Studierenden wui ^em gastfreies Haus jederzeit oüeu. Viele 
werden gern der geselligen Znsttmmenhfinfte in seinem Hanse gedenken, 
wo er dnreh sein gemtttJiches Wesen im Verein mit der Liebens- 
wfirdigkeit seiner GaUdn eine wohlthnoide Behagliehkeit um sich tw- 
hreitetoi i^wOiat durch einen feinen Humor, mit dem er ans dem 
riehen Schatz seiner Erinnemi^^ so manches zum Besten gab. 

Er hatte ein weichee Gemüt, das sich demjenigen erschlds, der 
das Glück hatte^ ihm näher EU treten, and in der Freundschaft erwies 
er sich treu wie Gold. Er war ein überaus zärtlicher Gatte und Vater, 
und seine Liebe wurde ihm von den Angehörigen mit Verehrung und 
Dankbarkeit vergolten. Das reine (ililck, das er in der Familie faiul, 
wurde durch einen sehweren Schlag getrübt, da ihm ein pniehtig ent- 
wickeltes Kind, der Liebling des Hauses, im zarten Alter durch den 
Tod entrissen wurde. Den Schmerz darüber hat er nie yerwundeu 
und das Andren an den Heimgegangenen b» an seinem letsten Aton- 
tsag» heilig gehalten. 

Wom er aber in den letattti Tagen seines Lebens an der Seite 
der geliebten Gattin um sich blickte, so konnte er wohl die vollste 
Befriedigung empfinden. Zwei liebe Töchter waren an treffliche 
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Männer verheiratet, und zwei Enkelinnen durfte er in seine Arme 
drücken. Drei erwachsene wohlgeratene Söhri'' 1 ildpten seinpn Stolz, 
den ältesten sah er bereits in Amt und Würden und als treuen und 
erfolgreichen Mitarbeiter in der Wissenschaft seines Faches. Die 
jüngste Tochter, der Sonnenstrahl des Hauses, war die Erquickung 
seines Henens. Er sdbst war noeh in iflstiger SohaifenBknft, voll 
Ton Gedanken und Entwürfen, als ihn der Genins des Todes mit 
sanftem Flügelschlag dem irdischen Sein entrOckte. 

Das Bild dea teuren Entschlafenen wird in uuerem Henen fort- 
leben, dnrdi aeine Werke hat er sich ein Denkmal fBr alle 
smchteL 
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In der Euklidischen Geometrie gilt fftr die Projektionen einer 
Streeke auf eine Gerade der Satz: 

Wenn eine Gerade AB von konstanter Länge in der Ebene derart 
verschoben wird, daß der dne Efidpunkt A in einer zweiten Oeraden 
A^A bleibt, während der Winkel A^AB beständig wächst, ohne, jedoch 
einen Eechten m überschreiten, .fo hat die Projektion A^B^ von AB auf eine 
SU A^A senkre/^hte Gerade die Eigcnsdioj't fhenfalls beständig m wachsen. 

Zu den Paradoxien der Lobatschefskij- 
sehfiik GecHuetrie gekftrt ea, dafii in ikr die 
Projektionen einer Strecke konetanter Länge 
ein ganz anderea Verbalten zeigen. 

Von B möge anf A^Ä daa Lot SC ge* 
{aWt werden. Man bezeichne AB, BC, CA 
der Reihe na«^ mit c, a, b nud Hetze AiA = d, 
^A^AB'^a, AiBi=x. Da das Viereck 
B^A.CB in J? , A,, C rechte Winkel hat, 
so gilt in di-Y LobatachefskijBchen Geo- 
metrie die Gleichung'): 

COB n(x) sin n{d — b) cos II (a) 

KAlIid ) sin n(b) cofl n(a) 
1 — cos n{d) C08 n(jb) 

Nun ist in der Euklidischen Geometrie 
Mm, wild deahalb die Gleichung fttr eoai7(a;) in der Form aehreiben: 

Bin n{d) Bin JJ(&) co8 n(o) 

tn(€)i 



d-6 




—f V _/ ^ . Bin/7(d) 

eoa J7(«) - cos J7(c) sm« • ^-^^^^^^^^ 



1) Veigl. F. Engel: JV. 3. LdbtOniitfskij , Mwei geometrüehe ÄVhamäbm§en. 

Zweiter Teil, Leipzig 1899. S. 347. Die Regel Engels, nach der man die Rela- 
tionen zwischeu den fünf Stücken cinos Vierecks mit drei rechten Winkeln sofort 
hinschreiben kann, wird auch von Uerm F. Barbarin in dem Buche: £ttuies de 
gcamäfit analytiqu€ «Mm tiM^AHtm». Bnunllee 1900. 8. 7 ausgeben, der eie 
durch Heren de Lagrandval in Boideanz kennen gelemt halle. 
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FOr di8 ledttwiiildige Dreieck ABC berteheiL aber die Belatioiiaii: 

tg n (c) — sin « tg // (a) , sm J7(«) — mn J7(a) sin 77 (h) , 

aus denen sofort hervorgeht^ dafs der dritte l^^aktor in dem Ausdrucke 
fBr coB II (x) den Wert 1 hat. Beachtet man noch die Relation: 

cos Il(p) — cos JI{c) cos tf , 

so ei^ebt sieh: 

OOB n (X) = cos nie) i ^ „/\ n/A • 

^ ' >■ '1 — 00ilZ(e) • OM«ooiiI((Q 

Um die ÜBtorettdiii]^ sn Terein&ebeii, soll angenommeiL werden, 
dab swiechen ä und « die Beliiion 

coeaeoeI7(d) — eosA 

bestehe, m der X einen gegebenen spitzen Winkel bedeute. Damit 
diese Relation eifOllt sein kann, muTs Il{d)<X sein. Es sei etwa 
77 (Jq) = die dnrdi in dem Abstände Ä^A^ ^ tob A^B^ unter 
dem Winkel X gesogene Gerade ist dann aejmptotiseh zu A^Bi- 
WacliBt d Ton bis oq, so nimmt J7(d) von A bis 0 ab, « nimmt 
also von 0 bis A zu. Wenn msn daber den Pnnkt Ä auf J^Ä TOn 
bis ins Unendliche Terschiebt, so wächst der Winkel AB ron 0 bis L 
Die Projektion x Ton AB wird durch die Gieiohnng gegeben: 

' ^ ' 1 — C08 n{c) cos X * 

die erkennen läfst, dals cosi7(d7) nnd damit x selbst {Ü.T d — d^ (wegen 

« 0) und für d ^ ck> (wegen sin //((/) — 0) verschwindet. Weiter 
ergiebt sich leicht, daüs der Ausdruck sin « sin 77 (V/), wenn zwischen or 
und d die Relation cos a cos 77(ff) ^ cos k besteht, für a — IUji) den 
grölsten Wert annimmt, und zwar wird dann 



eota^yÖMX, 

Hieraus folgt sebUeiklieh, dals allerdings cosi7(jc) von 0 bis 

— / V 1 — COB X 
eOS nOsSz TTT-i — r 

simimmt> wenn «e Ton 0 bis sn dem Werte areoos(yGosil) wichst^ wo 
tt — J7(<Ö wird, wo also die Gerade AB Asymptote m A^B^ wird, 
während vorher die YerlSngerung Ton AB die Verlliigenmg von A^B^ 

geschnitten hatte. Wenn u aber über den Wert aro cos (}/cos A) hinaus 
wächst^ so nimmt x von dem Maximalwerte bis zu Null ab; die Ver- 
engerungen von AB und AiB^ sind dann divergent 

Kiel, den 29. Januar 1902. 
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Eine einfaclie Lösung des 
Apollonischen Bertlhrirngsprobleiiis in der Ebene.*) 

Von A. Massfeuusb in Montebaiir. 

(Au dem JalucMiMrieht «h» Kaiwr WiQliilmi Gymnairinin» m Montabaur, 

Oitem 1901). 



Die gegebenen Kreise K^, K^y A, mögen von einem gesuchten 
Kreise X in den Punkten , 7\, T, berührt avi rdenj die zu der Be- 
rührung gehörige Ahnlichkeiisachse sei a. iJaun geht T,T| durch den 




auf « litigmdfin llmlichkeüiiniiiU Ton und K^, T^T^ durch 
den. ttbeinfidb auf a liegeDden Ähnlichkeitspunkt von und K^. 
Jetzt wähle man auf beliebig den Punkt By und ziehe die Ähnlich- 
keitsstrahlen A^Bi^ und weloha die Eniae und £^ in den 



1) Heir J. Lange, dran ich von meiiier LOmmg Itamtuu gab, war lo fteond- 
Ueh, mir ebnee Yereiii&ehiiiigeB Tonuaeblagen, die ich mit Dank aceeptiert habe. 
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m. Si mvenMoi Punkten und schneiden, und lege durdi die 
Punkte P^, B^, den Halfskreie H. Dum ist wegen ^,7^ • J,7, 

^ A^Bi ■ A^B^ und A^T^^ • A^T^ = -^s-^^i • -^»^» die Ähnlichkeitsaclise 
a die Foteuxlinie der Kreise X und H. H schneidet stet» alle 
3 Kreise, wenn er nicht schon zufiilli^ der gesuchte Kreis ist; seine 
mit TT, gemeinsame Sehne trifft a im Potenzptmkt Q toü K^, fl" und 
X; daher geht auch die Fotenzlinie von und X, d. i. die gemein- 
schaftliche Tangente derselhen in T^, durch den Punkt Q. Dadurch 
ist aber 1^ gegeben und mit ihm und Tg. Da tou Q zwei Tangenten 
au gezogen werdm können, so erhält man einen zweiten Kreis mit 
den BerOhxtmgspunkfcen T'^, T^, T,'. 

Stett Ton dem gefbndenMi Ponkte ^ an £^ die Tangente an 
ziehen, ist es, wie Herr J. Lange midi animerksam madit> Torteilhafter^), 
an jff die Tangente QB an legen nnd nm Q mit QB den &eis an be- 
schreiben, welcher wegen der Gleichheit Ton QU und QTi in 
und Tj schneidet. In diesem Falle iSfst sich nämlich die Losung 
Wort für Wort auf alle Sonderfälle anwenden und giebt dabei, was 
für die Schule Ton besonderer Wichtigkeit ist, die bekannten Kon- 
struktionen. *) 

Zu dieser Lösung steht die von Gergunne in naher Beziehung 
und kann als Spezialfall betrachtet werden. Alle zur Ahnlichkeits 
achse a gehörigen Hülfskreise R bilden einen Büschel, welcher aulser 
dem gesuchten Kreise 2 anch den Qrthogonalkrd» 0 enthalt Wählt 
man diesen als HttlfiBkreis, so ist B^Q die Polare Ton 0 in Besag anf 

folglich geht die Polare Ton Q, d. i. T^T'^f durch 0. Aof dieser 
Oeradm li^ aber «ach der Pol von a m Besag anf K^. Hieraus 
ergiebt sich die bekannte Konstruktion: Man suche die Pole Ton a in 
Bezug auf die gegebenen Kreise und ver})inde sie mit dem Potenzpunkt 
0, dann schneiden diese Linien die Kreise in den gesuchten Berührungs- 
punkten. 

Montabaur, den 6. februar 1902. 

1) Dadurch gewinnt die Lösung einige YorzOge vor derjenigen, welche Herr 
Foaeh^CNoiiT. Aan. 1898; TgL auch Boueb^ et 4e OmibennisBe, TMitö de O^omdtrie 
1, 297, l'JOO) mitgeteilt bat, mit wetcher aie MMast im wesentUcheB Abereimtimmt. 

(Anna, der Ked.) 

2) Zu derselben Lösung gelangt v. Miorini auf dem Wege räumlicher Kon- 
itrokttOA in dem Jahresberichte der K. K. Harine-Ünteneelschiile zu Pola 

wie mir aaehtdiglieh bekannt gewoidea ist 
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Beiträge zur Geometrograplüe 1. 
Von B» GOntschb in Berlin. 

Herr R Tjpnioin** hat Rpit ll-iSS Prinzipien aufgestellt, nach denen 
sich die vfi si hiedenen Konstruktioiitn tMiuT frf^ometrischen Aufgabe in 
Bezug auf ihre Einfachheit mit einander vergleichen iMsen. Das über- 
raschende Ergebnis der dar.in geknüpften üntersuchungeu war, dafs 
bei fast sämtlichen, auch ganz elementaren, Aufgaben den gebräuch- 
lidm Uasmlien Eonfflraktionen tuboo, einÜBchei« ia die Seite gestellt 
weiden kfinnsn. Der glBasendo Anfnhwimg, den die io entatandene 
neae Lebre^ die üir BegrQnder Geometn^prephie genannt lial^ in Frank- 
reieh nahm, iet trots ihrer wieeraschaflüchen nnd padagogiBohein Be- 
deatnng in Deatechland wenig beachtet worden, bis Herr E. Lemoine 
in einer Abhandlung dieser Zeitschrift^) ihre Grundgedanken nebet 
einer Reihe Ton Beispielen entwickelte. Dieee Pdmipien sollen sn- 
nachst Vnn wiederholt weiden; im Abrigen eei anf dieee Abhandiong 
hingewiesen. 

Anlegen des Lineals (regle) an einen bestimmten Punkt der Zeicli- 
nnugsebene Ist die Operation kurz Op: (Wj); Ziehen einer Lini« 
längs des Lmeals ist Up: (i^j); Einsetzen einer Spitze des Zirkels 
(compas) in einem bestimmten Punkte ist Op; i^C'^); Einsetzen einer 
Zirkdepitse in einon nnbestimmten Punkte einer gezeichneten Linie 
iet Op: (C,); Beechreiben «nee Ernsee ist Op: (C^. Jede Konstrak- 
tion Übt sich nnnmehr, wenn man die Annhl d«r ^eichartigen Opera- 
tionen fiBststellt^ anadrficken dnrdk das Symbol: 

Op: {l,R, + + m,C\ + n^,C, + m,C,); 

hierbei wird t + ?2 + w/i -f ni^ -f Wj der Einfachheitskoefiizient S (Sim- 
plicite) und i^ + -|- der Genau igkeitskoefüzient (Exactitude) 
genannt; und m, geben bezw. die Anzahl der gezeichneten Geraden 
nnd Kreise an. Von den bekannten Eonstraktionen einer Au%abe 

1) Lemeine: Frinc^ de MomMiogcafle. Inhiv (5) 1, 1901, S.99ff; 
•nf diese Abhuidhiiig henehea sich die im Text aagegebemn Ziftetft. 
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heÜBi diejenige (oder diejenigin), fitr mich« 8 am Ueimtan ist, g»- 

meirof/raphiscJte Konstruktion^ vorausgesetzt, daGl lie ■.IlgttWKiin gi]ft> 
solche, die ein noch kleineres S haben, aber nur in gewiHen lUleil 
anwendbar sind, werden partikuläre Konstrtikiionm genannt. 

Zu einigen Aufgaben, für welche in der erwähnten Abhandlung 
einfache Koustrulctionen angegeben sind, sollen im folgenden Konstruk- 
tionen niitget^'ilt werden, die eine erweiterte Anwendbarkeit oder 

grüisere Einfnchlieit besitzen. 

XVlli^ (Ö. III). JJie vierte FroparUonale X eu drei geffätenen 

Strecken M, N md P mt honstnaereH\ X • 

(ParÜkttläre Kmsinikiim, Fig. 1). — Man nehme in der Ebene 
aww beliebige Punkte 0 und 0' an imd beeolureibe die Kreise 0(M) 

und 0'{N), die sich in S und S' sckneitlen 
Jl^ {4C, -\- 2C,), sowie den Kreis S{P) 

^ (3r, -4- Cj), der 0(^^) in zwei Punkten 

p schneidet, von denen irgend einer T sei; 

man ziehe die Gerade S'T (2ii, + i?,), 
die 0'(N) in U trifft; da die Dreiecke 
SOT und SO'U einander ähnlich sind*), 
iai SU die verlangte Starecke; Op; 
(2J?i + E, + 7Ci + 3Q; S:13j £:9; 
1 Gendei S Kreise. 

Beimhuiff: Da die Stirecken N und 
P mit einander Tertanscht werden kflnnen, 
ist diese partikuläre Konstruktion, von 
der weiter nnten (XIV*) eine An> 
Wendling gegeben wird, fllr N> F in 

allen Elülen anlSaMg, in denen w&hrend die Konstmkticai 

a. a. 0. auf 8. III M> erfordert. 

XIX" (8. III). Die dritte Proportionale X eu zwei gegebenen 
Sirecken N md M finden; X-^-jg' 

(Partihaare Exmatrukiion, Ar den FaU 2M>N, Fig. 2). — Ifaa 

beschreibe um einen beliebigen Punkt 0 der Ebene den Kreis 
0{M) {2Ci + Cf) und um irgend einen Punkt C von 0{M) den Kreis 
C{2f) {2Ci + C, + C,), der 0(M) in S und S' schneidet; dann ziehe 
man die Gerade S'C (BJZ^ + B^, die C(N) in U trifft; SU iak dieYW- 



1) Vgl A. F. Mdbini, Statik % 118, a 816 (Qe«. W. IQ). 
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langte Strecke; Op: (2iJj + jB, + 4Ci + C, + 2C.); Ä:10; Ell-, 1 Ge- 

rade, 2 Kreise. 

Der EiiifachheitBkoeilizient ist für diese Koustrukliuu um eine 
Einheit geringer ab flbr die S. III angegebene. 

XIV* (S. 105). über einer gegebenen Strecke AB als Sehne das 
Sreisaegmeni m hest^rmbmf äat ebm gegebeim WMtds eytt fähig ist 

(Auflösung). — 0 Mi der Mittel- 
punkt des KxeiBea, ni dem das verlangte 
Segment gekört üm einen beliebigen 
Punkt a beschieibe man den Kreie, der 
durch y geht; hierdurch werden aaf den 
Schenkeln des Winkels y die Punkte a 
und e festgelegt. Die Dreiecke aoe und 
AOB aind ähnlich, da die Winkel to und 

0 gleieh 2y dnd; folgUoh ist ^- j|- 

Um hat miüuB ÄO als vierte I^por« 
tionale an den bekannten Strecken a$, n«.«. 
as nnd JM an kenstruieren. Die perti- 

knlire Konstruktion XYIII* ist hier anwendbar, da die Bedingong 
s« > \AB stete erflillt werdsn kamt, wenn man nur »y grols genug 

wählt. 

(Gmmeirogra/phische Konstruktion, Fig. 3). — Um einrri beliebigen, 
von y hinreichend entfernten Funkt o der £bene beschreibe man den 
Kreis a{ay), der auf 
den Schenkeln des ge- 
gebenen Winkels die 
Punkte « uxA s fest* 
legt (C^+C,); alsdann 
beschzeibe man den 
Kreis «(a«)(2G^ + 0.), 
der ca(<oy) in e' tri£Pt, 
nnd £{AB){dCi + 
der a(cff) in zwei Punk- 
ten schneidet, deren 
einer, gleichviel welcher, 
{; sei; man ziehe die Gerade f 'i;C2K, -f i^), die ©(oy) in | trifft; mm 
zeichne man .'l(6^)(3Ci + und Ij{s^){Ci + Cj); um einen Schnitt- 
punkt 0 dieser beiden Kreise beschreibe man 0(£|) (C\ -f C,); dieser 
Erda bestimmt das gesnehte Segment; Op: (2i2^ + 22, + 11 + 6C4); 
iSr:30} Ei 18; 1 Gerade, 6 Kreise. 
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Ffir die vorliegende Aulgabe wird hierdurch der bisherige Einfach- 
heitskoeffizient um eine Einheit Yermindert (S. 341, Note 2). 

m und V (Fig. 4). — Das Prioap dar Eonrtroktioii XVm» iat 
demjenigen analog, das Herr Lemotne (S. 102) cur Eonitrakti««! der 
Angabe IV: Bk LäHge äee Badm eitm XMaeß m fmäm, dnam 

ißUe^pmÜ MtdK geffebm id, Terweadet 
hat. Diese Konstruktion, die die Einfadl- 
heit 7 besitzt^ l&bfc aick folgendftrmafiwn 
abändern: 

Um irgend einen Punkt P der Ebene 
beschreibe nv.in mit einem beliebigen Ra- 
dius (j den Kieis P((>)(C,), der den ge- 
gebenen Kreis in Ä und B schneidet; 
Fl«. 4. hieraul zieJae man i>\^j (6j + 6',), der 

P{q) in awei Ponkleii trifiFt; irgend einen 
Ton beideo, etwa C, Texbüide nan mit Ä{2R^ + 72,); ÄC acbneide 
den gegebenen Ereia in D; DB iat die yerlangte linge dea Badina; 
Op: (2Si + + Q + 2Q; 5:6; £:8; 1 Gerade, 2 Erciae. 

Diese neue Konstruktion der Aufgabe IV wird ihre geomeiro- 
gnphiaohe Konatroktion. Hierdurch reduziert sich das Symbol der 
ersten geometrographischen Konatruktioai der Aufgabe Y: dm Mittd- 
ptmkf eines Kreises m finden, wenn dieser Mittdpunkt nicht gegehen ist, 
von 12 auf 11. Die zweite Kon8tn;ktion derselben Aufgabe (S. 103), 
die Jas Symbol 12 beibehält, hört auf geometrographisch zu sein. 
Berlin, den 6. Febmar 1902. (Forto«teung folgt.) 
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über die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl 

in seciis Summandent 

Von R. T. Stbbmbck in Wi«i. 

Fttr die Anzahl der Zerlegungen einer positiren ganzen Zahl in 
sechs (vergeh iedpne oder zum Teil gleiche) ganzzahlige positive Sum- 
manden sind bisher independente Formeln nicht aufgestellt worden; 
die Ableitung solcher Formeln auf voükommeu elementarem Wege 
bildet den Inhalt der folgenden Zeilen. 

Zieht man auch jene Zerlegungen in Betracht, bei denen einige 
detr Suxnmandflii fßek!^ Noll aind, so «lillt man Dantellungen durch 
weniger ab seehs Elemente; obwohl illr die Annhl der Zerlegungen 
«nsr Zahl in 8, 4 oder 5 beliehige Smnmaadeb in den Arbeiten jod. 
SylTeeter^X Znehristian'y und Oldeel*) berate Formeln angestellt 
worden sind, ist ea doch des Znaammenhanges halber nStig, aneh auf 
diese Darstellungsannhlen zurückzukommen. 

Zwei Darstellungen sollen als identisch angesehen werdoi, warn 
sie sich falois in der Beihenfolge der Sammanden Tom einander nntex<- 
scheiden. 

Wir bezeichnen (nach Vahlen ) mit N(n = a 4- ^ + * • ■) die Any^hl 
der Darstellungen der Zahl n m der Fonn a-^-ß -}-•••■ hierbei sei 
bemerkt, dafs m emer und derselben Formel durch zwei verschiedene 
griechische Buchstaben immer auch zwei von einander versduedene 
Elemente benichnet werden. Ferner bedeute [x] die grölste in x ent- 
haltene ganze Zahl 

Ordnet man die DazateUnngen der Zahl n dnich aecha and weniger 
Elemente nadi den in denaelboi Torfcommenden Onippeu gleicher 
Elemente, ao laaaen aich 29 rerachiedene Typen onteraoheiden; die 



1) Ämer. Jonrn. of math. 6, 79 ff., 1881. 

9) Monatflhette f. Math n. Ph. (Wien) 4, 186£, 1898. 

8} Ebenda, 7, 188 ff. u. 2ü0, 1896. 
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Anzahl der Darstellnnfreai dieaar einzeliien l^ypem beaeichnen wir mit 

(n)i bis (n)^ and zwar: 

= N{n = a4-c+«+«+/3), 

(«X, — J^(« - «+ «4- «+«+ «+«), 

(«)„ = JV> - a+«+a + /3+/3+/3), 
(n),s-iV(n = a+a+«+/3+y+d), 
(n)„ = JV(rt-a+a+/3+/5+y+<J), 
(••)„ = iV(n - 

Dieie AoBaUea soUea im folgendaii dar Beihe nach baatimmt 
werdan. 

Da ß mindestens den Wert 1 hat, so kann man daiA «r dia Warta 
1,$,.,^ ^"^^t Uafart [^^^J BazateUmigaii, unter denan 

aber die DarBtaUnng « — « + « + « ancb Torkommt; aa iafc alao: 

Bai « einen baatimmtoi Wari^ ao mnfii » — « in Kwai Tetaohiedene 

■— i 

3ununand«n aerlegt werdan; aa iat alao ^(n — a)^ an bilden, in 



{n\ -J\r(n-a+a), 
(»1)4 =-iV(n = a + cif + o), 

(n)„ = 2f(«-«+«+«+«+/J+yX 

(n)„-iV(n = a+a+a+/3+/3+y), 

(n)^ = 2<^(n-a+a+/J+^+y+y), 
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welcher offenbar jede DarsteUung n == a 4- ß -}- y dreimal (da wir jedes 
ihrer Elemente als a auffassen können eme DarsteUung n ^ a-^ a-]- ß 
ftber einm^ gezählt ist; d&her besteht die Beziehung: 

fBr « ^ Sa iBi: 

^[^] - + - 2) + 0» - 2)+-+ 1 + 1 2#i+ 1; 

für » «> 2tt 4- 1 ut: 

Es empfiehlt sich, die einzelnen Zahlfonnen des n {mod, 6) ge- 
BOiidört zu betraciiten j man iindet: 

(ßp). ~mpy -6p+l-(3p-l)+2i»-(2i.-l)J-3j>«-3j,+l, 
(6p+l), - i[(8ji)« -a|,_3p+3f»-»pl - Si»«-2i., 

(6j»+S), - i[(3j»+l)«-3j»-l-8p-l+2|>+l-3j>] - 3j»S 

(6p+4), = i [(3i)H-2)«-6|i-4+l-3i)- 1 +2p+l-2j)- 1] ^ .V+p, 

(6l»+5)» = i[(3i)-f 2)«-3i>~2-3i)-2+2|)+ l-2p- 1] - dp'-^2p. 

Die Ansaihl der Daivlelliiiigaii im Zahl » dorbh drei hdiebige 
Snnmumden, d. i. die Summe {n\ + (n\ -f (n\ ist nach einem be- 
kanntem Salse mit (n + 3)« idemtiBoh; feiner besagt der Sats tou De 

Morgan-Sylyeiter, dab diese Annhl der an ^ nmldist liegenden 

ganaan ZaU i^eh ist 

Da /äl mindestens 1 sein muij, kann a die Werte 1^ ■ * > ~y ^ haben; 

doch mnls der Fall aosgeschieden werden, wo « mit ß ansammenflllt; 
es ist also: 

(-).-[-?']-c),-m-[:]+ra- 
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(n\ — 0 für äugende «. 

(n\^ = N(n ^ « + g -f- /3 -f- y) . 

Hier mufa n~2a auf alle mügüchen Arten als Summe von zwei ver- 
BohiedfliMii SuDinaDden dargeetelli worden; ee ist also — 

0=3 1, s, ... 

zu bilden; doch sind in dieser die DarsteUnngen n — a+a + a + ^ 
mitgeBihl^ deren AnzaU (n\ ist; somit folgt; 

Um die Symbole für die gröfsten ganzen Zahlpn zu eliminieren, müssen 
wir die zwölf Znhiformpn des n (mod. 12) gesondert behandeln; es 
findet sich in einlacher Weise: 

(12j>)« -18|i»-18p + 8, (12^+ l).»-18i»»- 7i», 
(12p + 2X0 -18p«- 7j», (12j»+ 8)j,-18i»»- 1», 

(12p + 4)„-18f»^- p, (12p + 6X,-18p^+ öp, 

(12p + 8)w-18p^+ 6p, (12p + 7Xo-18p>+llp+l, 

(12p + 8)„ - 18p» + 11p + 2, (12|>+ 9),, - 18p« + 17p + 4, 
(12p + 10),o 18p« + 17p + 3, (12p + 11)„ = 18p« + 23p + 7. 

- ^ ( » + y + d). 

Stellen wir « — or auf alle möglichen Arien als Summe dreier 
Terschiedener Summanden dar, so erhalten wir jede der gesuchten Dar- 
stellungen riermal, da »ich jedes der darin vorkommenden Elemente 
als u BiiffafffOTi läfst; überdies erhalten wir auch noch jede der in {n)^ 
gea^iilten Uarsteüuugen einfach; somit ist: 

«—1 «—1 
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Zunuckst scheiden wir die einzelnen Foraen des n (mod. 6) von 
emaedtii ; hat » die Form 6p-\- i, so leuchtet folgende Identität un- 
mittelbar ein: 

Für f — 0 hOm die leMeran OUeder frag. FtÜirt man iiiiii die bertiti 
«rmittelten Werte ftr {njg vm, wo foJgfe: 

-^(le«*" - 8|i + 1) - 1 + i6p), + (6p + 1). 
+ --- + (6|» + »-l),. 

Nun iffc lilwr: 

eo dab aniere Samma flbergeht in: 



«—1 



\X). - 18(ij,» - ii»» + ii») - Sfty - Jj,) + p - 1 + (6p), 

+ ... + (6p+i-l),. 

Nach Sabtraktion des Wertes Ton {n)^ folgt hiennw fttr 4(ii)ii nach 
f>mfimhiir Redaktion: 

4(6pX, - 6p^ - 16p» + 12p - 8 -[^] + [^-*], 

4(6p + l)u - 6p» - 12p> + 6p, 

4(6p + 2)., - 6p« - ^jr + 4p - [^] - 

4(6p + 3)n-6p»~6p«, 

m + 4Xt - 6pl - 8p« + 1 - p±i] + p^^] , 

4 (6p + 5),i - 6p" - 2p 

üm anch nocli dae Ton der Teilbarkeit darob 4 abbiogige Qliad 

wir die emsetneiL ZabUbnnen dea 
n (mod. 12), indem wir in die eben gefondanen Fonneln etatt p 
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suaacliBt 2pf Bodann 2j> + 1 einfUtren; es «rgiebt sich anf diese 

Weise: 

(12p\, =12;>»-15y+ 6^,-1, (12|)+ l\, = 12p^-l2p'+^p, 

(12p4- 2),i = 12jj»~ V+2jp, (12p \ ^\,^V2p^^ 6p*, 

(12j)+ 6X,=12i>M 3ir, (12i>+ 7)„^12j)»+ 6i>», 

(12j)+ 8Xj = 12i)»+ V+2j>, (12j>+ 9)„ = 12^»+ 12y + 3p, 
(12i)+10X, = 12p»+15|)«+6p+l, (12i>+llXi = 12rHlHpH«P+l. 

Die Gesamtzahl der Darstellungen der Zalil n durch 4 beliehige 
Elemente ißt gegeben durch (n), + (n)g -|- (»jg 4- (n^g -f (n)ji; überdies 
ist dieselbe Anzahl bekanntlich ^ich der Anzahl der Damtellongen 
Ton fft 4- 6 durch 4 Terschiedene Elemente, also gloieh (n 4- tij^j. 

(H)it = jr(« ^g4-« + g'f« + Ä. 

Dem a kOnnen wir, da ß miiidesteiis den Wert 1 haben rnnfs, j^ - ^ - j 

Werte erteilen, doch erhalt<;n wir hierdurch auch die eventuell vor- 
handetne DsisteUni^ der Zahl n durch fttnf gleidie Sammaadeoi; 

somit ist r«-n r»i . r»-n 



Bißt mufs a = n (mod. 2) sein; da überdies ß mindestens = 1 
ist, dsxf 80 den Wwfc » — 2 nidit flbasehreiten; diesen baden Be- 
dingungen geufigen, wie eine einfache Übflriegnng aeigl^ bei geradem n 

[~T~] ' ungeradem n [^^— ] Werte tf ; da in beiden FSUen wieder 

die etwaige Darstellung w = 5a niitorezählt ist, ergiebt sich: 

bei gendem» («X* ^ [^] + [l=i], 

bei ungeradem n (n^^ = [-ii] - J 4- [^] • 

(«)it - iy(<»-«4-«4-« + /3-i-y). 

a kann einen b^ebigen Wert haben; dann ist n — 3« noch anf 
alle möglichen Arten als Summe aweier Elemente ß-\-y darsnsteUen; 
dies führt zum Ansdracke: 
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in dieiani sind aber ersichtlieher Weise auch die in (n)^,; (n)^ and 
(**)u gezahlten Darstellungen mitgezählt; diese Anzahlen mflssen daher 
in Abzug gebracht werden. Die eben gefnndene Simnie zerfällt in 
die beiden folgenden: 

r-^ - + ([^] - ^) + c V]- + • • • 

und 

Diese beiden aritiimetischen Reihen mit der DifiFerenz 3 sind un- 
mittelbar zu summieren; ftihrt man dies durch und zieht, obiger Be- 
merkung entsprechend (n)^ -{- (n)j3 -f ( u 1^4 ab, so ergeben sich für die 
Tenehiedenen Ztüdlönuen mod. IS folgende Fonneln: 







12^- 


+ 2 + 


risji — n 






12p*- 






-m- 


(l^P + % 






öp 






(12l> + 8)« 




121»«- 


3jp 


j j-12ji» + Sj 








12j)«- 


P 


+ [-^^*] 




(isp + 6)1» 




12jp« + 


P- 










12i>»-h 


Zp 


+ ['-^'] 


- ["^+ 






12p^ + 


6p 










12i»» + 


7j,+ l + fV'] 




(121^ + 9)i6 














13,i»+llp + 2 + p±i-^] 




(12j> 4- 11),. 




12|^+13i, + 3 + f^+"] 





Diese Formeln entibalten allerdings noch dw von der Teilbftriceit 

durch 5 abhängige ßlied — e^ schien uns aber die Bei- 

behaltung dieses Oliedes gegenüber der anderen Möglichkeit, alle Zfthl- 
formeu (mod. 60) von einander zu sondern, den Vorzug za verdienen. 
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202 ^ V- SnnncK: 

(n),,~y(>i-« + «-|-/IH-/? + y). 
Vor aiiem mufs y =zn (mod. 2) sein ; für jeden einzelnen Weit 
9» muit ~ ^ in swei Sammmden « + ^ mfiUi werden, wm wai 

Arten geeehehen kum; anfter den geeaohten werden luerduTeh 

aber auch die Darstellungen n = a-\-a-\-a-{-a-\-a, n = a-ra-\-a-{-a-\-ß 
tind n = a-j-a-^a-\-ß-^ß zum Vorschein kommen; es ei^iebt sich 
flonach: 

bei geradem nt 

(•)». - + i^] + [^] +•••-(•)»- («X. - (»)«, 

bei ungeradem fi: 

(•)» - [^] + ["^^'j + [-7-] +•••-(•)«-(•)«- (•)». 

Diese Summen lassen sich als anthmetisciie Keilicn unm ittelbar 
augwerten; indem wir anrh hier wieder die 12 Zahlformen (mod. 12) 
gesondert betrachten, eriiaiten wir die Formeln: 





-9j»*- 




rl2p — 1-1 

L 6 












C12i> + 2),. 




5j> 






(1»J» + 


-öy- 








(12i» + 4)„ 




2j> 




['V 'J. 


(12i> + 5)i. 




P- 






(12l» + 6X. 




P 
















(12i> + 8)1. 










(12l»+9)„ 


= 9i)« + 




-['V']. 


(12|» + 10)„ 






['VI. 


(12l>+ 11).. 


-9i,«4-10i) + 2 4[''^+"] 
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Wir zerlegen n — 2ct auf alle möglicben Arten in 3 yersohiedene 
Elemente und büdea dein«sitoprecdi«nd die Simune ^{n — 2it\\ in 

dieser sind aiiTser den gesuchten DarRt'<>llunffen auch noch diejenigen 
der Form n^a + a + a + ^ + y mugezulüt ; die Anzahl dieser letzteren, 
d. 1. (n)u, muTs alao in Abzug gebracht werden; somit findet sieb; 

(»)if*^(«-2«).-(«)«|. 

Wir nnteraoheidra nun sonSchst die 6 Tersohiedenen Formen der 
ZbU n (mod. 6); mit Hilfe des früher ermittelten Anedraekei fBr {n\ 
edttlten wir folgende Bemelinngen: 

+^(3x« - 5« + 1) -^(9»« - 8« + 1) - 1, 
ar» - 6p + Ii ^(i* - 2«)| - ^'(3«« + 2«) +^(3««) 

+ V(3x«-2»)=2^\9x«), 
für «- 6i» + 2; ^C»- 2«), - ^(8««- 8» + 1) +^(3«» + ») 

«r 1 0 

+^\3x« - x) -^(9»»-8« + 1) - 1 + Sj»«-3i> + 1, 

+^(3x«) -^(9*«) + Sp« - 2j,, 
0 • 

för »-6P + 4; ^(»~ 2«)^ - ^(8«« - x) +^(3«> - 3» + 1) 
+^\3x« + x) »^(9«»~ 3«+ 1) - 1 + 6i»» - 4j» + 1, 
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wodurdi di« Gleidumgiiii «ntaleliaii: 

für n = öj); ^(n - 2«), 3p* - 6j>« -{-4p-l, 

a 

für n = öj» + 2} ^(n - 2«)| - 3|>» - dp* + i>, 

a 

für »-6p + 4i 2(»-2«)^-8Jl^ 

a 

Von diesen Werten ist (n\^ zu subtrahieren; dabei empfiehlt et 
fiirh wicd^^r, ä\p. einzelnen Zah1form*»n mod. 12 gesondert ZU behanddli; 
man erhält nach ein&chen Umformungen: 

(12p + 2)„ - 24^' - 24,' + 7p - [1^] + [^j, 
(12p + 3)„ . 2V - 18^,. + 8, - p!£i-'] + [J?^^-'], 

(13, + 4)„ -8^-11^^+ P -[^] +\r^. 

(18, +6)., -24j^- 6,»- g^+i-pai-'j 



■ 

Digrtized by Google 



über die AuHhl der Zerlegoaem einer g«nien Zahl in Mohi Svmmttiden. 206 
(181, + IX, -34^+6^-2, - + 

(i>, + 8)„ - 2ip' +i2f-+ p - [iHii-i + 

(18, + 9)., - 84y + 18^ +8, - + [ÜPiJ], 

(18, + 10)„.84^ + 84,»+ 7,+ l_[12£+±;3 + [i2i:+_'], 
(12, + 11)„ - 2V + + 10, + 1 - + [l^ii-tL"]. 

('»)ii--y(«-« + ß + y + * + «)• 

»i — a 18t in vier verschiedene Summanden zu zerlegen; thut man 
dies für alle Werte a, so erhält man jede der gesuchten Darstellungen 
f&nfinal, weil jedoi ihrer Elemente sich als a auffassen läfst; aulserdem 
erlüQt man ab«r »oieli noch di« DantaUnngeii u -\- ß -\- y + d, 

jede «innMl gwBUi; <• ist alao: 



«-IT*.- 



Wm mm die m bestimmende Stimme betrifft, so besteht fdr 



ITH« 



Setzt man die bereits ermittelten Werte TOn (X)^ em, so Sfgiebt 
sich als Summe der ersten 12 Glieder: 

^(144«» + 18«» -j. 29x +1} + 1, 

und imlem wir aufiwr den frflher bsnatsten Fonndn fOx ^^**f 
^ ^ • e 

^1 nodi die Foimel: ^^«f» — > — ^jp* + Terwendeiii nimmt 

O 0 

dieeelbe Smnme naoli einfftdier Transformation die Gestalt an: 
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Addiert man hiemi noeh ^(12p-f nbtnliiert (11)1, nnd 

multip]i/i( rt zur Fnr+sf hafFung der Brücbe mit 2, ao ergeben sieb für 
die emzelnen i^^onuen des n folgende Eesoltate: 

m2p\, -72|i^- W+W-56p + 8 + 2[^] 
i0{i2p + 1)1. - 72ji* - lödji» + llSl»« - 29p + - 2\}^], 

10(12i) + 2)ia - 72j>* - 132i)» + 77|>« - ITjp ^^lZ±^'j - 2[^^-], 
10(121, + 3),, -72j)4_108y+ 47p«-. 8p +2[*-?^'] - 2['-^*], 
10(12p + 4)„ -72i^- 84y+ 23p«- p + 2['-^£^] -2pJ:-*], 
10C12i> + ö)jg -.72p*- 60p>+ 5p« + öp-2 + 2[^?^] -2\p^], 
10(12p + 6)„ -72p*- 36p»- 7p« + p + 2['-^V^] - 2[^^+-'], 
10(12p + 7X. -72p*- 12p*- 13p« + 8p + 2[i^^'] -2p^^'], 
10(12p + 8)„ -72p*+ 12p»- 13p»- 8p + 2['-^£^ _2[i*^'], 
10(12p + 9)« - 72/ + 36p» - 7p« - p + 2['-^'] - 2[^^], 
10(12p + 10X,-72p*+ e0p»+ 5p»- 6p-2 + 2['-?^^]-2p''^+-*], 
10(12p + 11)1, - 72p* + 84p» + 23p» + p + 2\}^^^]- 2[}^^^^]. 

Wieder sei bemerkt, dafs die geftmdene Darstt Unn^fsanzahl der 
Zahl n durch 5 verschiedene Elemente aach zur Keimtms der Gesamt- 
zahl der DenfeellaDgen dnrch 5 beliebige Elemente ausreicht, indem 
leirtere durdk (» + 10)jg gegeben iat 

0 kaam ] Werte aaneifamea; dodi isfe dann aach die Dar> 
rteUnng m — 6« miigedQüft; es ist datier: 
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Ober die AuiU der ZerUgnngen euer gtuen ZaU in weh« Bnmmanden. ^7 

- iY(n » g -f « 4- « 4- « + -f 
(n)yi kuii nnr fttr gerade » Ton 0 Tenchiedfiii seiii und kk dum 
gUMek der Amelil der DerBteUmigeiL toh y in der Foxm « + « 4* A 
■leo gldeh (^js} denoi folgt: 

fOr ungerade n, 

w.-[^]-[t]+[=^J-[^1-[t]+['^] 

für gerade n. 

(»)«--y(»-«4'«4'«4-«4-/i4-y)- 

Hat « einen beatiimnteti Wo^ eo iit n — 4« in swei Sonuaattdan 

zu zerlegen; dabei kommen auch die in (n)^, {n)^ und gedOilten 
Dantellnngen mm Yoiediein. £e iet daber: 

lian erbUt hiennii in einfacher Weite fttr die einseinen Zalil- 
fiomen dea n (mod. 12): 



(12p)« 


-9ji*- 


6p + 2 


-r-v-']. 


(12i» 4- i)n 








(12i) + 2)„ 




3i) 




(12j» 4- 3)to 








(12p + 








(12p + 6)te 


-9p^4- 


Sp 


["V *1 


(12p + 6).. 


- 9i»»4- 


3i)4- 1 




(12p 4- 7),. 


-9p»4- 


6j>4-l 




(12p + 8)„ 


« 9i>» + 


6jp 4- 1 




(i2p:+ 


-9p»4- 


»P4-2 






= 9p*4- 


9i) + 2 




(12j»+ll)» 


-9j»» 4- 12p 4-4 


1^12 p + 10 j 



Digrtized by Google 



SOS T. Snin«: 

(»)m - jy (n - « 4- « + « + + + j?). • 

Diese Amahl ist ofienbar nur dann von 0 v«8cliied«n, wenn n 
durdi 3 teflbur ist und iet dann mit der Aiuahl der Dftiatelliuigeii fOit 

— in der Fonn a-{-ß identisch; danns folgt: 

(»)u — 0, wenn n=l,2 (mod. '6), 



Indem wir « — 3« in ß-{-fi + y xerlegen, ivm «.nf (n — Btt^ 
Arten geseliehen ksan, «riialten vir auTser den geenditen noch die 
Daretellangen n = a-\-a-{-a + a-\-tt + ß tmd n — «+«+«+ « + /3 + />, 
deren Anzahlen beaQgli«h (»)^ und (n)^ sind; hieesos ergiebt sieh: 

Nun ist, sobald n durch 3 teilbar ist: 

(,_8«)._[!^^-']-l, 

nnd sobald n nicht durch 3 teilbar ist: 

Wir erhülten daher für den Fall eines durch 3 teilbaren n: 

(«)« -21^ " '] - [V] - («)» - (»M * 

»vT--- 

im Falle eines durch 3 unteilbaren n kmgegen: 

(»).. ] - w» - («v • 

Um ^p~~nr~~^] berechnen, mmmieran wir Banaehat 

tr — 1, . . , 

über alle geraden, dann über alle ungeraden Werte a; dadurch ent- 
stehen zwei arithmetische Progressionen mit der Differenz 3, welche 
unmittelbar summierbar sind. Da feiner (n)^ und (n)^ bekannt lind, 
macht die Bemhnnng Von (n)^ keine Sdbwierigkeiten; wir sondern 
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Obar die Anxahl der Zerlegungen einer genaen Zahl in leohs Summwiden. 209 



wieder die TOnehiedeiiai Fonnen der Zahl n (mod. 12); ee er- 
giebt rieh: 





12p» ^ 


18p + 6 - 




(12p + 1)„- 


12p*- 


4p - 




(12p + 2),,- 


12p«- 


öp - 




(12p + 3)^ = 


12p»- 


4p - 




(12p + 4),,- 


12p«- 


p - 




(12p + 5^- 


12p« + 


4p - 




(12p + 6),,-. 


12p«- 


P + 1 - 




(12p + 7)^- 


12j>^ + 


8p + 1 - 




(12p + 8)^- 


12p« + 


7p+l- 




(12p + 9),,= 


12p« + 


8p+l- 




(12p +10),,- 


12p»+llp + 2^ 




(12p + 11)„ « 


12p« + 16p + ö - 





(n)„ = iy(n»« + « + «H-/3 + yH-d) . 

Hier muls n — in drei verschirden»; »Summaaden zerlegt werdt^n, 
was auf (n — 3a)g Arten möglich ist; hiebei worden jedoch auch die 
DiirsteUnne^en der Form n = a -' u \ « + « + i- y erzeugt, deren 
Aiizaiii somit subtrahiert wurden luafe; es ist ako: 



-2 



Um die rechtestehende Sninme taasavredm, nnlencheiden wir 
ziinSchit die einsdnai ZahUbnnoi dee «(mod . 6) man findet: 

^(6p - 3«)^ =»^(8«« - 8« + 1)+ ^(8x«) - 2p»- f p«+ip- 1, 



1 

J.-I 



p-i 



2(6p + 1 - 3«)e =^^(3»t_ 2x) +^(3x« + x) = 2p^ - |p« + »p, 



0 e 

AnUv 4«r VirtüMMtOt «ad ny^Bi. HL B«Um. DL 



16 
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-3jt+l)+^(3««)- 

0 






3«).-^(3«'- 

• 


0 




a 


0 


0 





In diese Formeln setzen wir für p zunächst 2p, *Iaun '2p -j- 1, um 
die einzelnen Zahlformen (mod. 12) vou t^iuauder zu soudeni; durch 
Subtraktion der bereits bekannten Werte von ^n),, ergeben sich dann 



folg^« Formeln: 








■3 + FT-]. 




16p»- 


27p^+ 13p- 




16p»-- 


23p' + 


6p 






ICp'»- 


IV + 


4p 




(12p + 3)«»- 


16p^- 


16p» + 


f» 




(12j, + 4)„ » 


lÜp'- 


Up'- 


P 




(12p + 5)„- 


16p^_ 


7p^- 


4p 




(12p + 6)««= 


16p»- 


8p* ^ 


2p- 




(12p + 7)^- 


16p^ + 


pi_ 


6p- 




(12p 4- 8)«, - 


16p» + 


öp«- 


3p- 




(12p + %, = 


16p» + 


9p»- 


2p- 




(12p +10^- 


16p^ + 13p* 






(12p + 11),, ^ 


16p» -f 17p« + 


P - 






^(ft- 





(n\f kum nnr für gerade it Ton 0 Tersdiied«! sem und tat dann 
^isich der Anzahl der Darstellnngon von y durch 3 TerBchiedene 

Sommauden, abo gleich i—j . 
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über die Amsahl der Zeclei^geii einer gansen Zahl in sechs Sonminnden. 211 

Summiert man (^w — 2a)i(,, d. h. zählt man diP l>:ir-tplhing'pn von 
n 'Ja in der Form ß ß y + so erhält mau jede der j/esuchieu 
Darstellungeu doppsdt, weil a und ß darin die gleiche Rolle spielen; 
uuiserdem erhält mau aber auch uoch jene Darsteiluiigeu, welche da- 
durch entstehen, dab ß. y oder t mit a snsammenfallt; ans dieser 
Überlegung ergiebt sich die Besiehung: 

2 (»)„ -^{n - 2«^ - (»»)„- 

a = l,S,... 

Hat n die Form 12jp + so besteht für gerade n die Identität: 
^(n - 2«Xo =^(12f.),o +^(12f* + 2),o +^(12f» + 4),, 

^:=te /l=0 14^-0 

+ (12l')io H- (12p + 2)„ + . ■ . + (12j> + f - 2^, 
fttr ungerade m aber die folgende: 

2(« - 2«),o =^(12<» + 1)». 4-^(12f* + 3Xo + ^5io 

/»i=o /<-=o 
+ (12p + 1)„ + (12p + 3Xo + • • • + (12p + » - 2X. , 

wobei die auf die Snmmen rechter And folgendiUi Glieder nur fSr 
die FSIle «^2 besw. «ne Bedentimg haben. Ffihit man die 

SumxiiatioB mit Benntanng der bekannten Werte Ton (mXo ans, so .findet 
man ftlr gende »: 

^(» - =^\108,*^ + 12^ + 8) - 3 + (12p^+ (12p 4- 2^ + • • ■ 

+ (12p + i - 2),« = 36;)» - 48p» + 20p - 3 + (12pX, 
^ l l^'P + 2)i, + • • • + (12p + * - 2)jo, 
und für ungerade n: 

^(n - 2«Xo=^(108^» + 48 ft + 12) -|- (12p + IXo + (12p + 3X,4- • ■ 

+ (12p + » - 2Xo - 86p^ - 30p« + 8p + (12p + l^o 
+ (12p + 3Xo + --- + (12p + f-2X.. 

16* 
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212 ^ Stoiimk: 

Diese Summe ist ims also fllr die eiioelnm Fonnai des n (mod. 12) 
nmunehr Tollkommen gegeben; sabtmhiertti wir noch die ebadkUs 
sehon befaumten W«rte (f»)^ und (n)^ so erhalten wir iiaeh einfiujbtfi 
Bedvklioneii: 





86p* — 69p* + 39p — 


10 4-2[^-\ J, 


2(12i» + 1)„ 


= 36ir»-ölp»+13p • 




2 {12p + 2)„ 


= 302?^ — ölp* 4- 15p 




2il2p + 8)„ 


-86p* -83p* 4- 3p 




2(l2i> + 4)„ 


— äöp* — ääp* 4- p 




2(12i) 4- o)„ 


= 36p' -15p*- 9p 


+ -[-5 ]» 




36«* — 15«* — So — 


2 4-2p'^ + ''l. 




-3üp»4- äp*- 11p- 




2(12p+8)„ 


-36p*+ 3p*- 9p- 




2(12p + 9)„ 


-36p» 4- 21p«- 3p- 




2(12i> 4- 10)„ 


= 3Gp3 4-21p«- 5p- 




2(12i» + 11^, 


36p* 4- 89p* + 3p- 









Hier mufs « — 2« iu vier verschiedene Summanden zerlegt werden; 
dabei kann es aber geschehen, dafs einer dieser Summanden mit u 
übereinstimmt, wodurch eine Daratellxuig ii»a4-a4-a4-/3 + ^4-d 
nun Torsehein kommt Ss besteht sonach die Qleiehung: 

(»}» ^^C» - ^«)u - C»)j6* 

Indem wir nun genau dasselbe Verfahren wie im eben behaudeiteu 
Falle anwenden, erholten wir für gerade n: 

2lin - 2«Xi -^(72;*' + 16;i) 4- 1 + (12pX, 4- (12p 4- 2)„ 4- • • • 
/»"Ml 

4- {12p4- »~ 2)„ - 18p*-36p*4- 26p«- 8p4- 1 4- (12p)ji 
4- (1 2p 4- 2)„ 4- • • • 4- ( 1 2p 4- • - 2Xi 
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übex die Anzahl der Zerlegungen einer guuen Zahl in «echi Summanden. 213 
utd für ungexvde ni 

- 2«)„ -^(72f*» + lBti*+ 13*»+ l)+(12p+l)„+(12|» + 3)ü 

+ ■■■ + (12;) + i - 2\, = 18p* - 30p3 + - |p 
+ (I2p + 1)„ + (12p + 3)„ + ... (12i» + » - 2),j. 

Hierdardi ist diese Summe ToTlkominen bestimmt; sieht mw noch dea 
Wert Ton (»V ab^ eo ergeben rieh folgende Formeln: 







lop* — 


oip + öop' — 


Jlp + 4 — 


ri8p-in 


+ l)te 






46p*+ 


IT*. 


ri2;>-| 

L-d' 


(12p + 2)„ 




loj)* — 


4Up' + öOp' — 


o 

op — 


rlSp+l-i 

1 n j' 


(12j> + 3)«, 






34p» + ?p«- 




ri2i) + 21 


(12i> + 4)^ 




18i>*- 


28p» + ISp^« + 


P - 








18p*- 


W+ fp* + 


iP ~ 




(12l> + 6)» 




18p* ~ 


16p» + 2p» + 


2p+l- 








18p*-- 


10p» _ |p« + 






(12|> + 8)^ 




18p*- 


4p»- 3p» + 


3p-l-l- 








lHß^ + 


2p»- «p« + 


fp+l- 




(12P+10),, 




18p^ + 


8p»- 2p» + 


2p+l- 










|jP + 2- 





Stellt man n — « auf alle möglicheu Arten ala Summe Ton fünf ver- 

srhiedeiien Summanden dar, so erhält man jedo der gesuchten Dar- 
stellungen sechsmal, da sich jedes ihrer Elemeutc ;\]^ u auffsisoen läfst; 
ferner kaim es aber geschehen, dafs eines der Dnrstelluugselemente von 
n — (i mit a zusammenfällt; dami ergel)en sich Darstelhingcu von n in 
der Form n ^ a -\- cc -\- ß + y + d + deren Amalil somit ab- 
gezogen werden muis; hierdurch erhalten wir: 

«—1 «—1 
-^(» - «)iB - - (»)« • 



Digrtized by Google 



214 V* Bternkck: 

üm die reditsitahende Summe aiuznwertMi, anteneh^den wir die 
verscliiedeiieii Zahlformen (mod. 12); iat fi » 12p + io beeteht die 
Identtkät: 

p-t 

+^(12/1+ ll)i,+ {i2p\, + (12p + IX, + . . . + (12p + i - 1)„ 

(wobei wiedor die »nf die 12 Summen foIgeBden Glied«* nur für f>0 
eine Bedeabmg haben}, üm BrtcAie mogliehst za Termeiden, denken 

wir uns die letzte Ql^eluing noch mit 10 multipliziert. 

Ww nmächel das in den Anadrflcken f&r 10(A)|g vorkommende, 

Ton der Teflbarkeit der Zahl X durch 5 abbSngige eUed 2([^] - [-^-J) 

betrüR (welches den Wert 2 hat, sobald X durch 5 teilbar ist, sonst 

dm Wert 0), so liefert dies, fiber alle Zahlen X summiert, nun Ans- 

it— 1 

dmeke 10 '^(^)i9 Beitrag 2 . [^] , da offenbar [^] Zahlen 

der Reihe 1, 2, .,.,«— 1 durch 5 teilbar sind. 

Unsere Identität gelit somit unter Verwendung der für 10 . {n)^^ 
gefundenen AosdrQoke in die folgende Gleichmig flbor: 

«—1 p—i 

10 . y'CXXs = y(864f**- 576(1» + 40«/i- - 104 + 4) - 8 + 10 . {V2p)U 

+ 10(12p + l)i« + • • ' + 10(12p + i - 1)m + 2[" 7 '] , 

wobei durch die ATarlce aufrezeif^rt sei, dafs das vnn der Teilbarkeit 
durch 5 abhängige Ulied in den betrett'eiulen Ausdrücken nirlit mehr 
zu berücksichtigen ist. Fuhrt man dif re< lits augezeigte Suniiiiierung 
aus, indem mau auTser den bereits wiederholt verwendeten Ausdrücken 

für ^{i, ^ft*, ^* Gleidiung: 

0 0 0 

9 

zur Anwendung bringi^ so findet man: 

n — l 

10 .^CA)i8 - 'l' - 576/»' f 712/)' - 400p* + 476p -8 + 2 [^^] 
+ 10(12p)i» + 10(12p + 1)1, + . . . + 10(12p + 
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Subtraliiert man hioTon nodi 10(n\g, so eilialt num fOr die einzelnen 
Zahlformen 12p + i nach etwas komplixierten aber nksht schwierigen 
Reduktionen folgende £ndformeln: 



60.(12;) Vj- 




-756i}*+1232p»-930p»+TP- 


.48 + 12p^^^-«], 


60.(12jp+l)„- 




_684ii*+992|>»-630i>»+ipp 








-6122J*+776i)»-432j}'+ 'S*!» 


+12^^], 


60.(12p+S)|,- 




-640iy'+&84|)*-240|)'- Ip 




60.(12|»+4)«>- 




-4()8|>*+41öy-138i>«- 




60.(12p+5),3 = 


■ 5 F 


-S96y+272p»- 30/)»— 


+ 12[-H-], 


e0.(12j><f6),e» 




-324i>*+lö2ii» -^P- 


-I2+I2PY']. 


60.(12i>+7)„- 


» i* 


-252i>*+ Ö6i}»+ 48p«-^*^i>- 


■12+12pti], 


60.(12|»+8)«- 




-lÖOji*- 16ji»+ 80|»»-i|*j»- 




60.(l2i>+9)„- 




-108i>*- 64j)»+ 42i>«- ^p- 


.12+12['**+'], 


60.(i2i>+10),s,= 


5 


- d6p^- 88j)» — *?p- 


.12+12p';t^], 


60.(12p+ll)„- 





Diese Formeln für reichen ancli hin, um die Anzahl der 

Zerlep:tmp;en einer Zahl in sechs beliebige (verschiedene oder ziun Teil 
gleiche) Summanden, also die Snmme: (n)^^ -f (nX^ + • • + («Xg an- 
zugeben, da letztere auf Grund eines bereits mehrmals erwähnten 
Satzes mit \ti + 14-2 + 3 + 4 + ö),^ = (w + 15)„ identisch ist. 



WoUte man statt der Gruppon toa Fonnehi, die sidb auf die 
eimtelnen ZaUfonnen (mod. 12) beueheo, eine einiige^ fSa alle n gütige 
Forrad liaben, eo ivSie eine solche unter Verwendm^ des Symboles 
fRr gidiste Ganae leidit hmnstellen. Hiem genügt die Bemerkung^ 
dals in dem Anadmoke: 

«o + «i[l] + «»[i] + "+«u[n] 

die Eoeffiaienten a^, Og, immer so genWt werden können, 

dab derselbe für i = 0, 1, 2, . . ., 1 1 der Reihe nach voi^egebene Werte 
darstellt^ speaieU also aaeh die Koelfiaienten einer bestimmten Potenz 
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216 B- Stbick: Ober die Antahi der Zerlegungen einer guueii Zahl ele. 
Ton p in 

und n — 12|^^J zw ersetzen. 

Zur Erläuterung werde die I'onnelgruppp für GO(^m),j durch eine 
einzige, alle Zahlen n um&SBende Formel ersetzt; dieselbe lautet: 

«o.(»)»-T[; J- ( '66-re< ) [,"J 

+ { 1232 - 240 < + 24[i] + 48[j] + 48[i] + 96[|] + 4«[y 

+ 144[;] + 96['] + 144[i] + + 240[j']j[.';]' 

-{980 - 800 i + 102[i] + 108 [i] + 96[j] + lOsQ + 60[i] 
+ 252[i]+ 120[i]+ 180[i] + 48[,;j + 300[l])[iy 
+{^_180<+I26[;] + 108[|] + 36[;]+144[;]-24[;] 
+ 156[i] + 36[i] + 84[i] - 96[i,] + 180[fJ)[ä] 
_ 48 + 4« - 48 [ • ] - 48 [^] - 48 [[] + 36 [ - 48[ + 48[^] 
_60['] + 12[V^]. 

Darin wäre i noch durch n — 12 j^J zu ersetzen. 
Wien, den 15. Januar 1901. 
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über die „^-Kurven" des einmanteligen Hyperboloides 
nad dee byperbolieelieii Paraboloidea 

Von Waltii£u Ludwig in Breslau. 

Untor einer „^'Kurre^ einer FUdie H Gradee yerstdie ich die 
EiUTe der Pmikte, in denen sidi die beiden dnrch sie gehoiden Oeraden 
der Flache unter dem Winkel d schneiden, nnd darf dabei stets 
TOiaiiflseizen; insbesondere nenne ich die d'- Kurve f&r 
9^ = 7t /2 „Orthogonalkurve." Von den Eigcnschafteu dieser Kurven, 
die ich in der Dissertation „Über die Ebenen, welche aus einer Fläche 
II. Grades einem gegebenen Kegelsclmitt ähnliche Kcgolschnitte ans- 
flchneiden" (Breslau, 1898) uhireleitet habe, seien angeführt: 

Auf einer zentrischen I Hiche II. Grades sind die allgemeinen 
O'-Kurven (0* < ff/2) Kaum Kurven VIII. Ordnung, die den Geraden beider 
Regelscharen der Flache je viermal begegnen; die Orthogonalkurve da- 
gegen ist eine Raumkurve IV. Ordnung I. Art und wird in die Fläche 
doroh die OrthogonalkugeP) derselben eingeschnitten. 

Auf ebem Paraboloid sind die allgemeini»! ^Euren Raomknrren 
IV. Oidnnng I. Art; die 0rlhogonalki]r?e ist eine Hyperbel nnd liegt 
in der Orthogooslebene') des Pttrabololdes. 

Im folgenden sdl nun der Yerlauf dieser Kiirven in den inter- 
essantesten Fallen, nämlich auf den beiden Flächen II. Grades mit 
reellen Regelscharen untersucht und der Anschauung zugänglich gemacht 
■vrerden. Zu diesem Zweck wurden auch die beip;egehenen Fignren an- 
gefertigt; Fig. 1 zeigt ein Stück eines einmanteligen Hyperboloid fi,uf 
dessen drei Öyiumetrieebeneu und Fig. 2 ein Stück eines hyperboLscheu 
Parabolüides auf dessen zwei Svrametrieebenen, sowie auf eine zu den- 
selben senkrechte Ebene orthogonal projiziert. lu beiden Figuren sind 
einige Gerade der einen Regelschar eingezeichnet und ihre Schnitt- 

1) VergL H. SehrOtev: llieon« der ObnlBlehen II. Ordnong, B. 684. 

2) Yergl. Th. Beye: Getnaetiie der Lege (S. Aiod.), IL Abtlg., Aufgabe» und 
Lehnitie Kr. 62. 




Digrtized by Google 



218 



Waltbkk Lcdwio: 



pimkte mit <len Kurven für t> = 2 • , 3 • , • • 0 • * ermittelt; 

1 'S IM 1 o 

durch Verbinden dieser Punkte sind die -d^-KurTen 2, 3, • • 9 erhalten 

worden. 

1. Das einmantdiye Hifptrholoid. — Es sei JJ' eiu einmant-eliges 
Hyperboloid mit den Achsen a, h, o; die längen der zugehörigen 
Aduenstrecken sollen mit denselben Bndutabra bezeidinet wordmi, 
nändieh mit 2a, 2b, 20]/— 1, wobei a>5 seL Die zugehörigen 
Symmetrieebenen seien benehentlich jf, JT. Wir legen nun durch e 
eine Ebene imd lassen anf der durch sie ftns H* «nsgesduiittenen 




Hyperbel /r von dem einou Iliror nnondlic'h fernen Punkte ans einen 
Punkt X laufen, bis er als Xq auf F fällt. Dabei untersuchen wir 
die Veränderung des einen Winkels W zTrischen den durch X gehenden 
Geraden <jr, l der Fläche und zwar desjenigen, weicher durch J geteilt 
wird; derselbe ist dem injieren Winkel ^ des Asjmptotenkegels 0- von 
M* gleich, welcher in der zur Ebene (gl) parallelen Durchmeaserebene & 
Ton liegt. Die letztere dreht sich, während X in der angegebenen 
Weise läuft, um den zu z/ konjugierten Durchmesser d des Hyperboloides 
im spitzen Winkel swisehen der einm w» d n 0 iMtinnModen 
Tsaigentifilebene und der Ebene {de), und zwar Ton der enteren snr 
letzteren. 

üm nnn die hierbei erfolgende VerSndemng Ton ^ zn nntwsachen, 
s c hneiden wir (Elg. B) 0* mit einer zur r* im normalen Abstand p 
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parallelen Ebene n in der Ellipse e*, für welche dio Schnittlinien UEVi 

und KA'SS Ton ^ mit z/ und (V?f) ein Paar konjugierter Durckmesser 

sind. Da jj d, zeichnet £ in ^ stets eine zu V^ß parallele und 

somit durch ÜlX in einem Punkte M halbierte Sehne =- 2 s der ^ 

ein. E'^ «(^i nun JT ^Ifr Eufs- 
ponkt des aus dem Kegelschei- 

te! O auf SB gefällten Lotes 
ÖM'^h und @ derjenige End- 
punkt von SS, welcher mit U 
auf derselben Seite Ton M liegt; 
nehmen wir dann die auf 6' 3 
befindlichen Strecken immer in 





der Richtung von S nach @ und die im Scheitel 0 über ihnen 
stehenden Winkel im entaprechendan Drehnnn ah pomtiTf go er- 
halten wir 

^ - Ä0@ - ^ iffO-Er+ ^ JTO© - arcctg + arcctg2_- 



oder, wenn MM^m und somit SM^a-^-m und S&^s — m ge* 
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Weü 0<^/SOfi'<| und - |<-^2r03<| ist, haben wir hiernach 

(1) ^ — are ctg^ » wenn — «■ + m* ^ 0, 

(2) ^ — 3t — arcctg **~**~"* , w«nn A* — «* + m* ^ 0, 

wobei immer der aicctg einen Winkel im ersten Quadranten darstellt. 

Nim liegt bei jwler Stelling Ton f JJ auf der in zu F3? 
nornmlcn Geraden, uiul ist, wenn diese mit UM den spitzen Winkel 9> 
einschneist, •^MEH'^ q> und 



ÜNmer folgt aus dem Dreieck OER, dafs 

wobei der positire Wert der Wurzel za nehmen iet. Daher können 
wir onsere Formeln (1) nnd (2) auch folgflndennafettk achreib»i: 

(3) #'-arcctgiYi-|+ 7 r V ftr + w= - ^ 0; 

(4) « « - arc ctg - ^ 7 V^^^^' «r A*+m«-s«<0. 

Es wächst nun bei der geschilderten Drehung der e um d die 
Strecke s von 0 bis ^ • während m von EU • ein^ bi« 0 nnd A 

Yon Vjp« + • eos'^ bis p abndmien; folglieh gilt saerst die 
Formel (H), aus der wir erkennen, dafs ^ zunächst als spit7<er Winkel 
vom Werte 0 an stetig wächst Wenn aber im Verlaufe der Drehung 
/*' -f w* — S' negativ wird, — ob es dazu kommt, das hängt von den 
Vr rlialtnissen des 0* nnd von der L^e der ab — so tritt die Foruiel (4) 
III Kraft und zeigt uns, daß» dann V a^ich als stumpfer Winkel sich 
fortwährend vergrüfsert. 

Demnach wächst der dem ^ gleiche Winkel bei der ange- 
gebenen Bewegung vou X unter allen Umständen vom Werte 0 an 
stetig bis SU dnem swischen 0 nnd » gelegenen Werte den er in 
2^ enreichi Umgekehrt entspricht jedem Wert Ton !P zwischen 0 
nnd Ü"^ ein Punkt X des betrachteten Quadranten der A'; drehen wir 
daher ^ nm c von B bis ^tf, so besefaieibt der m einem bestimmten 
Wert von 9^ gehörige X ein Kurvenstuck, das keine aus c kommende 
Ebene mehr ahi einmal trifft. Gleichseitig bewegt sich aber auf 



. . ' ' 
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der Kehkllipse Ton J7*, und dabei nimmt stetig zu vom Werte 

ß^2 • aiv, Lg ^ bis /.um Werte u ^ 2 • arctg denn wenn x die Länge 

i.eB m OXp koiyugierten HalbmeBaers der Kehlellipae ist, so haben 

wir W^^2' «rctg|, nnd x wadiat bei jener Bewegung stetig von h 

bis 0. Infolge dessen Terlftnft das sn V gehfixige Erarenstack von 
einem Ponkte aof B nadi einem Pnnkte auf jt, warn 0 ^ nnd 
Ton einem Punkte auf F nach einem Pnnkte auf wenn /S< V<a; 
für !P — /S geht es Ton dem einen Schatel der Achse a nach einem 
Paukte von und für 9»" == c Lesteht es allein aus dem einen Scheitd 
der Achse b, a ist überhaupt der gröfste Werfe, den W in einem 
reellen Punkte von IP orreiohen kann, und einem noch grofseren ent- 
spricl^t l«Mii reellen Knrvenstück. Diese Knrvcustücke wiederholen sich, 
den Gesetzen der bjmmetrie folgend, in allen Oktanten von IP und 
setzen sich %n im Endlichen geschloä^nen Kurvenzügen Tiusammen, 
deren es für jeden Wert von W zwischen 0 und « zwei giebt. Die 
Eurvenzüge wiederum fflx %{< yt/2) und für W^^sc ~ % bilden, 
so weit sie reell Torhsoden sind, den reellen Teil der 'O'-Eorre fSr 

Hieraus ergiebt sich Fo^^Mides: 

Juf einem emmanidiffeH Sj/perhohidef desam AAsen üe Langen 

2a, 2h, 2cy~i (a > 6) iuAe» und dessen bendmäkA zugehörige 
S^mdrieebenen A, B, F smdf seteen sich die ^'Kurven, eoweÜ eie rseff 
^id, «WS je in tiA SjfmmeMei^ Paare» wm um EneSi(^ gesdUkmenen 
KunmeSge» muammen; diese Zt^ipaan sdbiawfe» aBe die A ineeB imd 

serfoMen in zwei JMhm, jenaclulem sie B reell und F imc^inär — erste 
Eeihe — oder F reell und B imaginär — ztceiie Reihe — treffen. Die 
&-Kurveti aelbst verhalten sich auf den verschiedene Typen der ein- 
mantdigen Mgperboloiäe verschiede», wie die fidgende Tabdle geigt, t» der 

« = 2arctg^, «' = jr — «e -> 2arctg^; 
/J-2awtg*, /J'-jr-/J-2aictgJ 

ist: 
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In allen diesen I'iilleu bat die ^-Kurve för resp. = jr — « 

in den Scheiteln der Achse h zwei isolierte Doppelpunkte und diejenige fOr 
^ resp. X — /} in den Sdheiteln der Achse a zwei gewOlmlielie 
Doppelpunkte. 

Bei dem in Fignr 1 dergerteUtem einmanteligen H^rperlioloide ist 
<!" — a6. 

S. 1)05 hypcrbotist^ Panibohid. — Es seien 8 der «ndliehe 
Sdieitel und die zugehörige Scheitdtangentialebene eines liyper- 



1} Siehe DiMertetioD, Nr. 17. 
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boliflehen PanboloideB J7*, ff^ und die mit 8 und 0 incidentm Ge- 
ndflii desselben und y und l die längs dit scr auf o senkreeliten Ebenen; 
dum teilt <f das Paraboloid 77^ in zwei Teile^ Ton denen der eine, der 
„spitze Teil'', in dem spitzen Scheitel winkelpaar zwifiehen y und in 
yX, und der andere, der „stumpfe Teil", in dem stumpfen RcKeitel- 
winkelpaar zwis^cheu y und A, in iCy ' X, lif^^t. Von den l)eiden 
Symmetrieebenen von IP femer halbiere A den <^y - X und B den 

Wir betrachten nun eiueu der durch Ä und B aus ii' hei-aus- 
geaehnittoien Quadzanten; bandet sieh auf ihm etwa ein Klbabahl 
von g^f 00 legen vir durah einnn Funkt desMlbeii die Fanllel- 
ebene war B and lassen auf dem Parabelast, d«ai sie mit dem 
spifaen Te3 unseres Quadranten gemeinsam hat, den Punkt X Tom 
Unendlichen her bis 2^ laufen. Die Winkel swischen den Qeraden 
g, l des Pairaboloides, welche sich in X begegnen, sind gleich den- 
jenigen, welehe die etwa durch 8 zur Ebme (gl) parallel gelegte 
Ebene F. aus y, X ausschneidet, und dorjeuige von ihnen sei mit be- 
zeichnet, dessen gleicher in yX liegt. Bei der Bewegung des X 
dreht sieh f um einen Strahl des Büschels (S, j4) von A bis 
(diffo) ~^ *o zwar, da X den Scheitel der Parabel niclii erreicht, 
in dem spitzen Winkel dieser beiden Ebenen; der von ihr uuh -l. yX 
aosgeschnitteue Winkel wächst dabei nach der Formel (3), die mit 
onweeciUÜichen Änderungen — f^il^^ s^oonst., EU « oo — auch 
hier gilt, stetig yon 0 bis zu dem Winkel, den ^yXint^ einaeitthnet und 
der, weil g^XyX, stets spits ist. Hitliin durchläuft V bei der ange> 
gebenen Bewegung von X alle Werte rem 0 bis au einem i^itaen 
Winkel 9^, den er in erreicht. Analog hierzu nimmt der Neben- 
winkel von 9» ab von ir — !^ bis 0, wenn wir X auf dem Parabelast, 
welchen die durch zu A parallel gelegte Ebene mit dem 
stumpfen Teil unseres Qtiadranten gemein hat, von X^, ans bis ins 
üuendiiehe gehen liussen; dabei wächst W selbst von über x/2 bis sr. 

Sonach erhalten wir auf 77" einen unendlich hingen Kurvenzug, 
dessen Punkte X den Werten von '7'' zwischen <) und tt eindeutig zu- 
geordutit sind} er überstreicht, wenn wir Xg unter Mituahiiie von z/j 
und auf von j$ «us bis ins TTnandlidm bewegen, den betrachteten 
Quadranten, und dabei bsscihrnbt der au «nem Wert Ton V gehdrige 
X ein Kurrenstack, welches Ton einem Punkte einer der beiden &upt- 
parabdn des II* bis ins ünradlicbe verläuft. Gletchsdtig dreht sieh 
die EU 20 gehörige um von der Ins nur y, so dalk rom 
spüaen Winkel m swischen //q und bis 3c/2 wächst; mithin überschiei* 
ten die Kurrenstficke, f&r weiche m < < 9k/2, die g^, wiUurend Ton 
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den flbrigen diejenigen für 0 < a gKDZ auf dem spitsen und die- 
jenigen für n:/2 <^<it ganz auf dem stampfen Teil des Qoadxsntai 

yerbleiben. Hieraus folgt: 

Aitf dem hfperidischm ParaboJoid besteht j< (lc allgemeine d--Kurve 
am vier sich beiderseits ins ünendlidie erstreckaulen Ästen; dicsdbcn 

serfaUm in stpei Pmrr, die je in sidi beeüfflirh der Symmeiricehcmn der 
Fläche symmelrisdi: sind und die zu verschiedenen iieiten der (zur Scheitel- 
tat^efitialebene parallelen) Orthogmalehene liegen. Das eine Paar — und 
ebenso die Orthofimaihtfperhel — befindet sich stets volhianditj auf dem 
stumpfen Teil des Paraboloides. IHe Äste des anderen Paares aber ver- 
bleiben, wenn o der ^'fise TFmX»! dSer Jteiidm SMtelgeraden ist, nur für 




mg. 4. 



() < i> < vißliff nnf detn spif.ren Teil mtd (jreift n, rrnin i*)^ > w , aue}} 
noch je mit einem endiidim Stück auf den stumpfen leil Uber. Die 
^ -Kurve für % = a hat im enäliciicn Scheitel des Paraboloides einen 

Doppel piinli. 

Bei dem in Fig. 2 UargefätellU'U Piimboloid ist &j = 3t/3. 

Es erübrif?t noeh eino Bemerkung darüber, wie die vier Aste einer 
t>-KiirTe sich im üueudliciieu zusammeuschlicTsen: Jede allgemeine 
^Knrre ron II* hat riet onendlidi ferne Pmkte, die gegeben sind 
Awtek die Sdmittgetaden von y, X mit einem Rotationskegel, der y). 
war Aehae nnd ^ snm Halben ÖfBmngswinlcel bat (Dissertatio% Nr. 22). 
Mitbin baben immer je zwei auf venchiedenen Seiten dnr Ortbogonal- 
eboie gelegene Äste einer d-Eurve einen ihrer nnendlicli fernen Punkte 
gemein, wie es in Fi*!;. 4 durch die übereinstiiiimMiden Zeichen r\i etc. 
angedeutet ist^ welche an die nach demselben onendlicb fernen Ponirte 
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ze^enden Enden der Kurvenäste gesetzt sind. Es siud in dieser Figur 
drei «^-Kurven — für ^ = ^, < ra, für ^ = ^, oj, für ^ = > o — 
auf die Orthogooalebene projiziert nnd die Äste, die auf der dnen 
Seite der letzteren liegen, roll ausgezogen, die auf der anderen Snie 
befindliclien aber nnr geetrichelt; die Projektionen von ji, B, % % sind 
mit {A)^ {y)^ (1) beseichnet DnreUan&n wir die drei Knrren in 
der Reihenfolge ntnop, so erkennen wir: 

Emt ^Kune eines hypei%disdien ParabeiMdes hÜd^ amen emeigm, 

viemal das ünetuUiche durchsdireitenden Zur/, wenn 9^m, und terfeSU 
in Mweit je twetmai ditrdi dae ünendlu^ gdiende ZügCf wen» ^>o isL 

Breilan, den 15. Januar 1901. 



AmUv dw Matbcautlk vat F^nlk. HL B«I1m. DI. 
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Das AdditioDstheorem der elliptifN^lien FnnMoiiMi in 

geometriäclier Form. 

Von P. EoKOTT in SagUL 

Die bisherigen Beweise des Additionstheorems gehen Ton der 

Differentialgleichung 

dx ^ , äff 

aus und suchen iIuk h analytische oder geometrische Betrachtimu;en ein 
Integral dieser Gleichimg aufizufinduu. Die geometrischen Erörterungen 




beodeheii sidi anf die Jaeobisohe TTntwsadiimg Uber die Linie gleidh«r 
Tangenten melueier Ej^iae, oder sie h&ea anf der inunerliin nnaynune' 
triflchen und der uunittelbaran Änscbanimg weniger an^nglichen apb&- 
liffcben Trigonometrie. Die vorliegende Unieisaehiing soU naxih einer 
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ktmen Einleitung, welche die Punkte der Peripherie eines Kreises durch 
dos Äignment innerhalb des Inlerralles K nnd 1^+ 2t JT' darsteU:^ mit 
den ei2i&ehsten Mitteln der ebenen Trigtmometrie ohne Differential- 
gleichnng eine endliche Beziehnng zwischen u und v, den Umkehrongs- 

fmiktiouen o})if^cr integrierten Different iale, aufstellen, die Erleichterungen, 
welche dadurch entstehen, an den Jacobischen Additionsformeln vor 
Äugen führen und zum SeliluTs den speziellen f'all der Verdoppehing 
des Argumenta eingehender behandeln. 

1. Vorheinerhingm. — In einem Kreise mit dem Mittelpunkte A 
q}k1 dem RAdius h sei ein fester Radius AD gezeichnet und ein Stfick 
AB== c abgetragen. Durch B sei eine beliebige Sehne gezogen, deren 
Abschnitte mit a und a' bezeichnet werden sollen. Der zum Sehnen- 
abschnitte a gehörige Centriwinkel CA]{ lieil'se a, der zu a' <^ehörige 
überstumpfe Winkel ( 'A ll sei Die Dreieckswinkel ABC und ACB 
sollen ß und y geuamit werden. Dieselben lassen sich wie alle sonst 
an der Figur vorkommenden Winkel durch u und a' ausdrücken. Es 
ist ^ C^C- AR - «'+ a, also 

(1) 

(2) ^-2JJ-«-y-3Ü-^^ = 3.B-^^, 

(3) -^ACD =R- " ^^AJJC, 

(4) ^^C'D-Ä--^--- = ':.'-^Ä-^J.DC', . 

(6) ^ CVD *iCAD - t3jrJL^2R-<, 

(6) ^ CA jy = 211 -u, 

(7) -^CD'A 

(8) «^2)'^C'-2Ä-(4Ä-a')-«'-2J2, 

(9) ^D'6'6"-ii>'-äC'-^-Ä, 



CK 



(10) ^CBD =a + y^^-\-^-R, 

(11) ^PAB -B-^BP-2B-?^ -', 

(12) ^C'AB ^4R-a'=ß-y. 

2. DarMimg der Dreieeksgrößm ämih eßipUseJie IkmkÜOHm. — 
Betrachten wir das Dreieidc ABC, so ist der FlSchenlnlialt desselben 
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F ^Y^¥f-WW-^C^'' ^^^^ ^ Augenblick 



^^-y, «oiifc 

Denkt man sich 6* auf der Peripherie des Kreises versclioLen, so ist o 
veränderiich, während b xaid c konstant bleiben. Wir setzen jetzt 

9 



du 



und 



^ftnn ist 

(13) yim9n(u, h) oder a» (( — e)8atiy d. h. m««^^, 

(14) F=='i---^^caudnu oder cnudni* — — g^^^» 

Der kleinste Wert Ton a ist b ^ der grSikte & + demgemäCs 
schwankt die Variable u zwischen K und K + ^i^' Kadh dem um- 
gewandelten Kosinusaatze ist sin y — — Da femer 

- cn« ist, 80 folgt 
Ebenso ist cos | = ^y^^l^^ ~ ^'(P^** 

(16) cos 2 =^ l^^»-än^u+K) ""^^ dn»-*'oosy und dn(«+Z)-'-i^ , 

(17) %Y-**a5^ oder ^ ig^- 

Wegen — sn (Ä + u) kann man schreiben 

(18) tg 2 - fft Bn(t» + JC) oder sn (« + Z) * tg 



Weiter ist k^^^, folglich 



» — s — cnndn« . 



(19) — r oder — . , 

(20) smfi^ 7-^ = , ; » 

^ ' *^ «c 2c 811« 1 — k snu ' 

(21) ^r-Ti^ t^k ' 
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FOr die vorliegende Untersaehung ist es Ton Wichtigkeit, za 
beobeohten, in welcher Weise sixdi die eiBBelnen GxAbeii ändeni, 
wenn Punkt C dordi eine b>niinmcriiehe Bewegnng Aber 2)' in 
die Lage Ton O'konuni Wir wollen G'den Gogenpnnkt von r nennoi, 

BC den GegenstnhL Ss ist also a'-^^'-|^; 

da aber Bn(tt + il^') = r— — ist, so erkeuut man, dafs bei einem 
Übergänge Ton (7 m C das Argument am «JST' zmiimmt Berüokaiohtigt 
man, dab enftt + tJCO^ dn(« + »jff')*' ist, so entr 

stehen folgende Gleidinngen: 

. 6*— c'cnttdn» I 

(23) ^ 4 tm*« "-ra^- 

sin geht über in sin ^ - + ^ nnd wegen ^ cn (« + if) 

ergiebt sieh 

(24) --\=cn(» + Z) oder «11^ = ;^. 

oosy wird «»V^^iPtoliJ Ftiü 

(25) OOS y — »i3i(tt + K) oder cos ^ f{ 



wurd = also 



(26) K--K^ 

Beachtet man, dafs « = — ^ , , and berücksichtigt (12), so 
erhält man 

(27) i^^.tg^-_ik, 



was aufh «ladurrli entsteht, dafs man in tg-^"= — »^^^ das Argument 
um iK' vermehrt; es wird nämlich 



dnu 
»iflUM .dnu 



(28) tg-j--!*— - 



BQ (m ^ ) 

tmi* 
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Hierdnrdi sind alle fBr du Folgoide wiobtigeii Gröften dnrdi 
elliptisehe Funktionell dargeaielli Das Argument ii besteht ans mnem 
reellen Teile weldier konstant bleibt, und einem Tariablen imaginären 
Teile ix, weldier bei einem ToUstöndigen Umlauf von 0 bif 2iK' wadiei 

8« Die geomekisdifß BedetUuitg des AddUumäheorems der emfaehen 
dUpÜschen FwiHümen am Kreise. — Wir nehmen an, auf der Peripberie 
des Kreises seien zwei Punkte dnroh die Argumente K + ix und K -\- iy 
bestimmt; der Strahl von B aus nach K-\- ix heifse w, der Gegen- 
strahl »»', die olicn dtfiuierten Ccntriwinkcl ^ und jit'; ähnlich sollen 
die Gröfsen, wolche zum l'niiktr K ■ iy gehören, mit n, n' nnd v, v' 
bezeichnet werden. Es eutsteiit niiumehr die Frage, wo der Punkt 
K ~{- ix iij liegt. Es soll bewiesen wt-rden, dafs der Contriwinkel M, 
den der bewegliche Radius nach doia geisuchtcu l'unkte K -f iu: + iy 
mit dem festen Radius bildet, gefunden werden kann. £& ist nämlich; 

SU ( 2 TT -f + iy) = 

Wn(iC-{- '^j cn(.K-|- iy) dn( K -f i y + ^'n A'— » j/^ cu ( /l -{- ix) dn.{K-{- ix) 
1 — Ä*in*(Ä -f iX) i>n\K + it/) * 

Andoreneits ist 

/c\-rr , ' I • \ cn(K-\- ix 4- itfy 

Setzt man fttr sn(£'+>^) den Wert ebenso für sn(jr-f»y) 

und berücksichtigt (14) und (17), so ergiebt sich: 

J¥. ^ ^ ^ 



S_ b — e 1(6»—«*) ^ 6— g 1(6' — c*) 

EiTweitert man den Brach rechter Kmd mit {b — c)' und setst fllr k 
seissn Wert^ so wird 




i{b — c) ~ i [b* — cV — «»n«* 

Nun ist mh„^= 21^,„ und nh„^ femer — c' ^ mm' und 

— =^ wn', also (6* — c^y == mn • w'n'j es entsieht somit die 
Gleichung 

Dadnrdi kann M gefimden vwden, weil alle GrSJmn anf der reckten 
Seite durch m und n gegeben sind. Gleichung (29) drfiokt genau 
dasselbe ans wie sn + ist abo eine trigonometrische Form des 
Additionstheorems der Sinusamplitude. 
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In ähnliclier Weise wollen wir jetzt den äquivalenten Ausdruck 
dM AdditioiiBtheorems für die übrigen unktioneu aufsuchen. 
Es ist 

da ( -t- ix) dn (g + »y) — «n (JC + ix) m {K+ »y) cn (jr+ i») oa (g+ »y) 

Hier dividiere mau Zahler und Neimer der rechten Seite durch 

k' 8u {K 1- ix) sji (JT + »». Nach (24) ist 

8n(Ä-f ix) 8' iB(A -f »y) 2 

ferner nach (lö) 

deshalb wird der Zähler der rechten Seite ~, ^sin ~ sin ^ + sm y sin 
Im Nenner ist naeh {22) 



ffmiK-^ ix)ai{K + ty) {b — e)' 



und nach (13) sil{K-\- iz)an{K+iy)='^^^^y'j also geht die Gleichung 
über in 

an(2A + »a; + i</) =- 



i'n' — 



D» endlich dn(2Ä^+ ia:+ ly) - ^*(&-c)*-46c 

ist, so entsteht unter Berücksichtigung von (16) 

(30) cos — 



als gleichwertig mit dem analytischen Ausdruck fUr dn (u + v). 
Weiter ist 

CD {K 4- ix) cn ( g + iy) — «n (JT - f lar) en (K + ly) du (JT + ix) dn (JC + iy) 
*■ 1 — jb> Bii> (iT + •«) «n> {K + ty) 

Eine der obigen analoge Transfonuatiun lülirt zu der Formel 

(31) ein -5- — ; ; TT, 

i^efcos^ cos^+ oos^coBy l 

welche gleichwertig mit cn (w -f t^) iat. 
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Um endlich den trigonometinsclien Anadrack für ta(u + o) stt 
find^ bemerke mau, dafs 

tn VA -h «:b i- A «y; ^ ^ _ ^ ^ .^^ 4- »y) dn (JC tx) du (A' -j- »y) 

isi Hier diTidiert man Zähler und N^enner durch hL(K'^ix)isL(K-{-iy) 
und bwflekuchtigt^ dab wegen (19) 

ferner, daüi wegen (25) 

. ,^ , ♦ > — tk COS^, ■ , ■ , 'S» «« OOS — 

und wcg«u (16) dn(£ + «jp)->A'co8-^ , dn (£+»» — V cos |- isfc; 
abdaon folgt: ^ 

ta(2K + ix + iy) »»(ft„ + ^,) ^ . 

* + C) ^C08 CO« jj + CO« Y Y j 

Nun ist nach (26): -♦co«^-tn(jr+Z'+t«+»y) und 
alflo 

(32) «0.4 + 

9 OC (cos ^- cos ^ 4- cos Y cos j 

Es ist bemerlEeuBwort, dalk wir diesen Ausdrack auch ans der 

aUgemdnen Besiehiing tg-^ • tg-^ » — X; erhalten klonten. DiTidiert 

man n£mlich (31) durch (32) und multipliidert mit (29), so erkemit 
man, dab in der That Jlf und Jf ' dnich jene Relation Terbnndra sind, 
wie schon (27) es Terlangt 

4, Beweis des Ädditionälieoi'cniii. — In einem Punkte B iimerlialb 

eines Kreises m5gm sich awei Sdinen sehneiden, deren Abschnitte m, m' 

und 9», heUken. Fallt man vom Mittolpnnkte anf die Sehnen die 

Senkrechten h„ und h^, so ist, wenn man « für K+ix, v für 

K-\-iy setzt: 

* c cn u dn w , .6 + « cn o du v 

2 »n» ' '^n=^*^ SIT"' 

», , .fr + snucnvdQ r -f vcimdii« 
. ^ A e t — ^— — — ' — ■ ■ 
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Femer 

m^{b-c)sau, »t'=-j^^ n^{h-c)8nv, ti' = ^A™i^, also 

Die linke Seite dieser Gleichung nimmt je nach Lage der beiden 
Sehnen beliebige Werte swiBchen — oo and + an, kann also ig 

gleichgesetzt werden. Nach (18) gicbt es aber immer ein M, für 
welches tg-^ » iktsa (K-^- U) iai, wobei ü die Form iC + ü haben 
mafe. Also «aitsteht die Qknchimg: 

8n(2Ä'+ iz) 

sn {K 4- ix) cn (■&: 4- «y) dn {K -f ty) su ( + iy) cn (iC -f »j:) dn (JC -j- t>) 

1 — *■ in«(jr -I- ix) TO* + »» 

Um iM als Fnnktiou Ton ix und ti/ zu begtimmeni beachte man, 

dafs für y = 0 die rechte Seite in , also in an (2Z' + ««) 

flbergeht, ebenso für » 0 in 8n(2jr+ dab ferner fttr o; » 0 and 
y — 0, ebenso wie fftr — — ijf die rechte Seite yerschwindet; daraus 
erkennt man, dab iM^ix-k- iy sein mnfs, und man «rhilt dmrch Ein- 
ftlhrong Ton « und « die bekaimte Formel: 

. , X snti en«dn9 + «n«en«dBi* 

Will man die Additicusfonneln für die übrigen Funktionen be- 
weiaeu, so bilde man die Ausdrücke (oO), (^1) und (32) und verfahre 
im Ahrsen gena» so, wie es soeben mit der Funktion an geschah; 
der Beweis, da& die rechte Seite der Gleichungen Ueiner als Eins ist, 
ist Unehty da das Maximum derselboi offenbar dann eintritt, wenn 
m^h — e, «' — ft + Ä, ebenso n^h — e, n' — J + cist 

5. Bends anderer Additimisfurnidn. — Wir worden in diesem Ab- 
schnitte an einigen Beispielen zeigen, wie die Darstellung am £j:eise 
benntst weidsa kann, um andere Additiomrfonneln, KombinatioiMn Ton 
den einfiwh«!, herleiten su k&men. Die Beispiele sind entnommen dem 
System Ton 16 Gleidrangen, das Jacob i in den Ges. W. II, 335 auf- 
gestellt ha^ nnd welches von Herrn Felix HflUer in die IL Anfk^ 
der Enneper sehen Yorleanngen S. 199 »oijgenommen isi 
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ft) Im Di«ieck BC'D* irt: 



(34) 

Im Dreieck CBIT ist 



(35) 



g Bin CD'.B 
64.« ""Bin 1>'C1I 

. tt 
8in - 

a 2 



Oller 



6 + c «' 

CÖB — 



Schneiden sich nun 2 Stöhnen, deren Abschnitte m und tw', bezw, 
n und n' und deron Centriwiukel n imd f*', resp. v und sind, in Ii, 
so ist: 

. tf' . . 11 . » 

, , nn — - Bin — - am ^ sin — 



^ ^ ' OOB COB ^ • ' cos - 

Z 8 2 s 



also 



m'n' tt w , mn ^ 
(6-+-C)« ^'^^ 2 «» 2 + (6 -f cT« ^'^^ 2 2 

• I» . ir . . tt' . v' 

— Bin^ Miil^ + Bin Y MD 

Zieht inen auf beiden Seiten (p^^y i (cos ^ cos * + cos-g eos ab, 

so entsteht nach Division mit ^ — eine Gleichung, die unter 

Beracksichtigiiiig tob (30) und (31) flbergebt in: 

wo M den Centriwinkel zum Punkte K + ix + iy und M' den zum 
Gegenpunkte bedeutet Beachtet man (13), (16) und (24), so ist: 

^ dn(£:+ ix) dn(Jr+ iy), 
oder, wenn man A' + ix ^ m, Ä + — v setzt: 
(87) du(« + v) + ^fln«B&vcn(tt + 9)«»dnudnv. 
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b) Im Dreieck DCB ist ™|^^ oder 



tt 

COS — 

Im Dreieck C'MIJ ist ,~ — oder 

0 — 6 UHJHj JJ 



(39) 



a 

cos - 
a 2 



b — C -:- ^ 

9 



Auf m und n angewendet ei^ebt dies: 



u 9 a V 

COS — coa , , cos " cos „ 

mn 2 S m n 2 2 



^ ' am Bill" * ' Bin^im — 
SS 9 S 

folglich 

Eine der obigen entqirecheiide Transformation führt zu der Formel 

(^) Tür "»^•^'^ ik^*'"«^"'«' ^'''^'^ 

(41) cn(» + «) + ■niiin,i;dn(« + «) cn u m v. 

c) Etwas uni stündlicher gestaltet sich die liechnnng bei dem dritten 
Beispiel Es ist 2{m'n'— mn) = (m + m')(ti —») + (« + «')(m'— m), 
also 

m'n' — m« et+et* — « , n + n' w' — et 
äöc " »6 ' Sc 8ö ' 8e * 

Im Dreieck -4 PC ist cos — ^-^^ oder — ^^ = 8in^^ "■ 
Im Dreieck ilBP iai - coBilBP oder ?L^-.8Ui^^. 

DemJiach wird 

555 — -Bin— ^am— j— + ain— am-^ 
— 2 sin ^ Bin 1^ coa 1^ coa — 2 am ^ am ^ OOS 1^ eoa Y * 
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Addit rt und snbtrahinrt. man rechts sin ^ sin ^ cos ^ cos ^ , BO erhält 

m ^Si m fä 

man nach emer leichten Umformimg 

II V . u , V 

(42) 1^ — r*f'~* 

Kim ist ntieli (16) joA (15) 

u 1 , r 1 , . u . k . V . k 

co8j =j^, ttüM, co8^ — ^dnt?, sm~ — *j^,cntt, ein ^- — » ca t», 
folglich ergiebt sich 

(43) dntidn«d]i(u + v) — 1^enHcnven{u -{- v) — t**. 
d) Als letztes Beispiel soll die Formel 

diittdBven(» + <?) + jb''8n«8n9«(mt(c»ivd]i(ti+ v) 

hehsjutelt werdm. 

Verwandelt man in (42) in f*' und in v', so g^t K+ ix + «y 
in Jr + + 2«Jr' aber, d.h. ^Jf wird 412+ Jtf' wird 

4B-^M\ ooB^ p(eht also aber in — cos^, sin-^ in — sm '^^'; 

die Gleich uug heifst also: 

008^ »in 

oder 



(45) 



uwrv it» UP 

CO» — C08 ^ cos coa — C08 ~ CO» cos cos — 



Nun ist tg^ ebenso tg^ * tg^ » — folglich kann (45) 
geschrieben werden 

II . V U V UV 

»in ^ »in ~ CO» ^ cos - cos \ cos - , 



M , M . u . p 

Je' cos - - Bin-^ sin ^ ein - 

S S S 8 

it p 

COS — CO* y 

Nach (38) ist - - — . — ^ — mnltiplisiert man nodi mit 

sin — sin •* ^ 
2 2 

— I^^f 80 flielst aas den schon mehiünch benutzten Formeln 
(46) cnttcn9dii(K + v) — dnt(dnf7cn(tt + v) — ji;'*Bn»sni;. 
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e) Aus den angeführten Beispielen kanii man leicht erkeuueu, 
wdch«i Weg num einsdilagiai mufs, ttm Additioiiafocmelii fimfidier 
Art m «rhalfeoL Mui hat nur nötig, dnreh emfache Beehnni^ 
opeistiontn Aoadrlleke von der Form dar Okiclinngen (29), (30), (31) 
nnd (32)' henmetdlen und von d« ena sn den elliptiaidien FonkÜonra 
überzugehen. Für die filmgan oben erwähnten 16 JBCobiBchen 
Gleichungen wird es wohl genügen, die in Bezng auf den Kreis um- 
gewandelten Formeln unmittelbar unter die Gleichm^en in elliptischen 
Fnnktionen zu schreiben. Es soll dies fflr sochs der Formeln ge- 
selieheu; die übrig'^'n sechs ergebeu sich durch Vertauflchung von tt 
mit ü, d.h. van fi mit v bezw. ^' mit v': 

(47) on9cn(M + «) + 8ni>dnfi8n(i» + o)*eni#, 

% % 

(48) — cn M 8n(ti-f») + tm M dü V cu(ü + v) = — sn ü dn w, 

-. — «- 1: 

cos - tun -- 

(49) dn«en«cn(«+v)+ji'*sn9fln(«+v) «- cn«dn«dn(i» + »), 

H . v it if 

' TU ^ 3r~ " ^» 

(30) dnt;dn(u+t;)+A;'snt7 8ntt8n(tt+v) ^ <hiM| 

f» If . i( . Jlf 
ooefccy ««1^ 

(51) dni*8n(u + r) — anttcni;dn(u-f t?) = cntt8nv, 

v' . M V M . V . if 

am ■ — Bin cos — cos - sin — sin — 

2 i 2 2 2 2 



(52) m V cn (m + v) ^ cn v dn« dn(«+ «) — an« dn(ii + «), 

— rs — *^c<«;-cos';co8-cos^ 
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Schon eine fltlchiige Betnditiii^^ dar Formdii seigi eine grSünre 

Symmetrie im Aufbau, als die entsprechenden Gleichungen in elliptischen 
Funktionen sie bentsen. Auch tritt ihre innere Verwandtschaft 
scharfer hervor, wie z. B. der Anblick von (48) und (49) beweisi 
Setzt man nämlich ijr (hO) ^' statt |Et, d. h. verändert man das Argu- 
ment K-\-ir imi t'Ä , so ist klar, dnfs 3f in M' tihergeht. Es ist 
also (4H) die uumittelbare Folge \<m (;')()), eijeuso (4H_) die miiiiittel- 
bare Folge von (47), was aus der Jaoo bischen Form durchaus nicht 
ohne weiteres hervorgeht, ludesseu soll nicht näher auf die Uuter- 
gachnng der Venrondtsclukft an cKeaer Stelle eingegangen werden. 

6. Die Verdoppdung <ks Arcpmmtfist. — Die Nützlichkeit der be- 
schriebenen Kreisdurstellung zeigt »ich deutlich in der nunmehr zu b©- 
haudeluden Trausforuiatiou 

dy o dx 



Aus (47) nnd (48) folgt 

M . 9 . 9 ^ % t 9 



tg j tg -jj • tg 2 ^ _ y 



Bin ^ 8in ^ -f siD - sin ^ 



Weil aber nach (27 j ^ ^ ' ^ ^ ^ j ' % 2 > ergiebt sich 

. Ik . 9* . . 9 . 

(63) ^ 

cta ^ CO» -T- — CO» «OB - 

Setzt man hier =^ v, also /i' = v', so erhält man: 



cos* ~ — ^ 



Wir wollen, da der Unterscliied swisehen j» und v wegfallt, den 
gemeinschaftlidien Bnchstebm « einmtmn und ^ ftlr Jf schreiben; 
dann wird 



sin „ 

„ . a . « . « 

, 2 gm - 8Ui - aut — 

^ .28 8 



CO»*-r 00e"-r- „ 

8 * I _ ^ 

am*— - 



\ 
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Yer^eieht man difisen Aiudra<^ mit der Formel 

A ^*«T 



A > 



80 erkennt man, daSk 
(54) tgj- 



Ä 



« 

8 



ist. Dor Sinn dieser Fomiol ist, dafs dem Centriwinkel a, welcher dem 
Punkte K -\- i.r angehört, ein (a ntr i ^hikel Ä des Punktes K+2ix 
entspricht, weldior durch (54) definiert ist. Die Transformation, welche 
7MT Verdoppelung des variahlen TeiJes des Argumentes fBlirt, kann 
aläu aufgefafst werden als eme Abbildung zweier im übrigen kon- 
gruenter Kreise auf einander nach dem Gesetze (54). Der Inhalt der 
Formel «nchopft rOUig die Eigensohaften diesor Trantföniiation. 

Um diese Behauptung zu begründen, beadite man Boniclirt, dab 

tg^ = 1/ ^ iai Nun iafc einenrito naeh (15) und (24) 



7" 1 dn{K -fT^ > 



2 k tai{K-^ ix) 
andererseits nach (IG) 

coa ^ = A da(Ä: + 2ix) - 



t — tai2K+ 2ix) , SD {K -f tj-) cp(JC + ix) 

Für K -\- ijc ~ u entsteht die bekamite Formel 



In (53) wollen wir vom Punkte K + iy zum Gegenpunkte 

+ ilbergehen; dann haben wir v' statt v, AB + i/ statt v' 

zu setzen. Es geht dann M über in Jf', und wir erhalten die Jb'ormel 

(56) tg----^ — . 
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Laasen wir jetaet dm üntondiied swiacliett und v üdlen nnd setsen 
wieder a und Ä ein, so entsteht 

A' T-"" > 

8C08- C08 



^- 2 cos - cos Y 



OOi'-r COB*--- 

S 8 



oder 

tg(yo«-f) 

Ans dem Vergleich mit der Fonnel 

bei gieich/A'! tigern Zeichen lolgt daher 

«' 

(67) ,^(.|_4Ö«)-- 



Diese Gleichung euthalt ebenfalls dm vtirliiu erwähnte Abbüdimgs- 
priuzip. Nuu ist 



^5 



/A' \ ">»(^— 40"^ -| /j-Bin~ coiy 



Nach (25) ist coB y - ~ ^ und nach (IG) cos = * (b (Ä" + t.r); 

ferner Ueferi (24) - - ea(ßK 2ix)\ folgUch ist. 



— cn (21C + 2»«) — 1 _ t cn(ir + I«) 



cn (>£ + Star) + 1 an(£ + »«Odn (JT + ix) 

oder, indem man u für A' 4* einfuhrt, 

/EQ\ T Al — cn 2« sn « dn u 

^ ^ r 1 4- cn2M cutt 

Wir gehen jetat znm Beweise der Formel 



•1 /1 - s a u _ J_ cn ^(g4- «)dn|(g+«) 
r 1 + mi* *' sn l (A' + «) 
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über. Zu dieaem Zwe€ke bilden wir gemafs (38) 

A 

Ä 



tun — - 
8 



WO Ä den zn K-\- 2tx gehörigen Strahl bedeutet Das VerhSltnii der 
rechten Seite ist sofort aus (30) und (31) unter Gleicheelaniiig von 
fft und V ta bestiinmeii. Wir erhidteii 



WOIMUI folgt 



A 00»' ^ + C O»' y 

iin> y + MB* Y 



J + i -Ti ^ ^« * 008--,^. 

Nach (1) andererseits ist sin}» — — co8^~^ und, wie die Figur lehr^ 



> b 

Ebeneo folgt am (11) die Beviebiiiig eosP^^»->GOi — X^««-^, 
so daJb 



COi-^.OOl-j: 



Wir eriiäittiu aiao 



Nach (19) iat 

» . 6 -|- c cn (JT 4- »^) ^ -{-ix) , A / zr i a ■ \ 

niK-^i») und j^-8n(iC+2»a;); 

folgUch 

Set^ man noch JSr+ 2ix «> u und beachtet — X;', eo entsteht 

(W) Kr+üiir-r * «1(^4- 

Zum Schluie wollen wir noch die Herrn itesche Formel 

1 (i -f- eu m) 
(60) _ . » an * » 



AwMy 4w MrtliMirtllr — d nydk. ULBalbi. HL 19 
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verifiniflveiL Denkt man rieh 2K + fSix unter u, so heiiM die Fosmel 

*'an (A'+ 2iar)\ / , *' 



\ dn (JT -f 2t3P) / \ dn (Jf -\- 2 ix)} 



dn 

Setst man dafOr die echon oft benntEten GrS&en ein, so erhalt man 



o» " . .4' Ä.,Ä 

SU. ^ C08-tg'-^- 

Wegen - ^-tg^ tg— kann man leteen 

\ a j " , A' A~A " . .4 

Wir erhalten demnach ala ttigonometrischea ÄquiTalent von (60) 



(61) • ■ • 



l/**(4:-«-)' 



Ks lüfst sich nun ohne Mülie diese (Tloichune^ aufh aus unseren Ab- 
bildungsformeln herleiten. Es ist nämlich nach (64) und (57) 



Ä , « et 

^ «'OS -- 
2 2 



A „„\ . a a * 

üin — C08 - - 
S 8 



woraoB 

. A ,0t 



Mit Benntzong von (38) eigiebt sich unmittdbar (dl) imd damit aneh 
die Herrn iteeche Formel 

Sagan, den 21. Juni 1901. 
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IhnuiBfoniiAtioii mtinae dftDB 1» triangle; 

Tar M. E. Lemoine a Faris.^) 

Je considere un ifoifaue gfia^ral quelconqne T qui t*spliqae au 
trianglA; ü s'apliqnent an triangle ABC Fig. (1) qui a mm Bomet A 
au dessus de BC et ausu bien an triangle J^fC qui a son 

an dessoTis; seulement 
il faut remarquer que, 
81 je supose que A eat 
Tintersection avec BA, 
druite fixe, d une droite 
AB molule anlcnir de B 
qtOf d'abozd cooeh^ aar 
BC^ towne dana Je aena 
ABC, deTient pazalUe 
k CA, pnia d^paaae oMe 
Position pour doner le 
triangle A^BG dornt le 
somet A^ passe au dea- 
80U8 de BC, il faut re- 
marquer, dis-je, que le 
teureme T amri dans 
chte continuite peat 
prendru, iorsque A est 
an dessons de BC, une 
antra fbxine q^ne la im* 
miktt. Ceat une forme 
nouTMe qni done ainai 
oome nn antra t^ortme 
7« g^n&ral, aa tapw 
tant done k tous lea 
triangles. Je dis alors 

que le teorbnift 7„ est le (ransforme continu en A du t^or^me T. 
II 7 a naturdement ausai lea tirimsfcfmal^om conÜrnn^ et 

1) Dans le memoire est eni]^Q{yte rortogtafie liiiiplifi^e de la See. fiklegiqae 
&anfai«e adoptäe par raatear. 

17» 
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en B et en C. Nou8 aloiiä fixer les idees par an exemple trk& 

Huuple. 

Ja mpose que dans le teor^me T il s'agisse du cerde mscrit au 
friangle ABC, suposoiui siuwi qae le poini A ae meat waae CA duu 
le aeu indiqii^ pr^o^aaunent; dans les diyen triangles qoi m 80006' 
d««»&t» Im oardfls inuerUs sevont au desaas de BC et «nxont leuia 
centres anr la biaaecfrioa de l'angle fixe BCA jvaqn'ft ce qne la droite 
mobile Tieime en Ba paraßle ik CA^ le cercle bmant deTiondxa ponr 
0^ Position le cercle situe au desana de BC et tangant aux deaa 
paraleles Ba, CA et u BC. Si lo mouvement continue et que Ton 
conBidf-ro le triangle Ay liC dont U« Bomet A^ est au dessous de BC, 
il est visible qne le cercle qui etait tout a l'heure le cercle inscrit au 
triangle ABC sera devenn le cercle ex-inscrit daua i äugle BA^C du 
triangle A^BC- Come ü est possible que daus T il ue s'agisse pas 
kVww cercle ex-inscrit, il est certaiii que dans cc cas la propositioii T 
se sera traiisformee en une proposition ta apiicable au triangle A^BC, 
par Boite ^ tona les triangles, et difgrente de J. 

ExammoDs xnamtouiiit lea ehangementa ipwwiB par lea d^aigna- 
tiona dea ßimsDÜ» du triangle dana la inmrformalim conHnue en A, 

Si nona parcounma d'nne ft^n coutiiuie lea trianglea ABC dans 
le aeiia ABC et par cona^aent lea trianglea A^BC dans le aena 
A^BCf neos yoyons qne BC ii*a paa ehange de signe, donc dans la 
tratisfmvi rf'nyi continue en ^ a reste a, mais CA en devenant CA^ 
n cLange de signe, de meme AB en devenant AiB\ dono danala troM' 
formation continue en .1 h et c sont dcvenus ■ h et — c. Ce qui 
precede sufit certaincnipnt pour deteniiiner daus le triangle les varia- 
tiou8 de toufl sf^?' c]- nunts par trausfonnation continue en A, puisque 
lea elements sout touctiuns de a, h, c, mais il est utile pour la clarte, 
d'etudier directement sur la figure les variatidus des princi})aux elö- 
mentSf nous allons le faire d abord directement pour le» augles et pour 
la auxftoe, nous en d^nirona fiuilein«iit lea tranaformationa dea antrea 
^l&neiita. 

La Taleur de Tangle CAB est donte par la rotation antonr de 
de la droite AC dana le acnia ACB jnaqn^ä ce qa*^le eoineide «rec 
AB dans la fignxe (1), e'ert le aena dea aigoillea d*ime montre, 

la valeur de Tangle CA^B eat donee par la rotation autour de 
A^ de la droite A^C dans le sens A^CB jus((u*i ce qu'ele eoineide 
avec AgBf c'est le sena inverse du pr^cedent; donc, par iransformcUim 

continue en A, A devieut ^1. On voit imediatenient que B du 
triangle ABC devieut 18^> B du triangle A^BC et par suite que dans 
la transfonnation coniinue ea A^ B devient 180 — B, V devient IbO — CX 
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Les MiiB ÄSC et A^BC Bont dee ngnes eootruTM^ dono 8 ae 
tnn^bnne en — 8» 

On Teonrait qne p, (p — a), (p — p — c) se tranafonnent respeo- 
tivement en — (p — a), — p, (p — c), (p — 6). Sans entrer dans de plus 
longa details, nous alons rpsimipr pii \m talileau les transformations 
en A, en B et en (' des priucipaux «'iciuentä du trianjjle. Nous y 
apelerons R le rayoii du ccrole cirroiiscrit; r, r«, r^, re les rayouu des 
quatre cercles tritangeiits; Jh, Ii,, les trois hauteurs; l„ L, 4 les 
longueur» des trois bissectrices mterieures et 1^, Ii, K celes des trois 
'biflsecirieea ext^enres, cd l'angle de Brocard, 6, da, de,, de les longaeuxB 
4jR + r, 4B — r«, 4JS — r^, 4JS — r«; o:, y, e les eoordon^ nomales 
trilm^Mres courantoB d^Bn point Tanable; a, ß, y les eoordon^ baari- 
cenbriqQM; 2^ F de« cooidoiiäes cartkikkes raetaagolam oa oblique«. 



Element« 


Transform^fl en A 


Traosfonn^s en B 


Tnuufom^ «n C 


0, 6, c 


a> —h. —e 


— a> 6, — c 


— o, — 6, e 


^, 0, (0 


—A,x —ByX—Q—m 


% — A, — BfTt — C, — oj 


3r — — CO 


P, (p-a), (p- &), 


(p-h) 


-u^-^;,(i>-c),-p, 

(p-a) 


(p-a), -p 




-S, -E 


- - 7? 


— Ä — Tt 






n, — r<v, r, — Ta 


^'c> ''äj '*a> 


dy d^ d^ d« 


— dw — d, — de, — d» 


— dft, — d«^ — d, — d« 


— d0 — dti — d^ — d 


Äfl, htf he 


- ha, hbf hc 


Aid, — ^6, Ac 
















— 4» ^6; — 4 








ar, - y, * 












X, T 




r 





Exempks, — II peat mvBt ausai qne la IraiM^bnnaljott eot^mue 
reprodtuse sans dumgements la i6oi^aBa.e ou la fonunle o. Les trois 
medianes d^tm irion^ se couperU m un meme point, — rranr«, 
a~ft cobC+coosJ? BOnt troia ttori^ea on fonnvleB dana oe caa. 
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£. Lkmouik: 



Le teor^me suivant: La some des perpendiculaires abaiss6e$ du 
centre 0 du oerde dreonserü sur les irm eoUs d'un trim^ ABC €gt 
SgcUe d la some du rayon d» emsle iiucrü et du cerdt emmaaüf qni ea 
tradnit par la formule 

X -V y -V 2 = Ii -\- r 

devient, transfarnw en A: La some des perpendiculaires ahaissees du 
ceiüre 0 du cercle ciramsürü sur les deuf; rofr's AB, AC, dimimiee de hi 
perpendictdaire äbaisst'e sur BC egale la difcrence entre le rayon du 
cercle. cx-inscrit b„ et le rayon du cerde cwconsarüf teor^me qui ae ixa- 
duxt par la formule 

Lea tratisformationn continues cn B et en C douent par ce meme teoreme 

x — y + e — n — B, x-^y — g'^Tc — B, 
d'oü Ton d^iüt 

«— j -f etc. 

La formule = rtr« + rgra + ran transformee en A, done 
(p - a)* « nrc — rro — rr«. 



La formole ;r <= ^- transformde en A, done 



a , 6 c_ 2Ä^^ 
La formule \£{b ~ c)* =p* — 3r6 transformee en A, done 

iL(«» - c)' + + + + «)'J " (j» + 3^-*- 

Je nipoM qn'en recherchant la valeur des rayons des huit cerdes 

tan^mts mx trois cercles Ä(a), B{h), C{cy) on ait trouve pour les 

rayons du couple des cercles ies touchaat toua trois ext^eurameiit ei 

toQS trois interieurement 

o' _ 8l>(riZ+ r-j») „ _ %p(rR + r + p) ^ 

Ö — rp * f ^ rp 

La Irnnsformation coniimie en A opert'o sur p' et sur q" donera 
imediateinent los rayons p^, p'j du couplo des cercles tangents aux 
trois cercles dones, le premier i-ercle de ce couple, tangent ä Texterieur 
au cercle A{a) et a rinterieur des deus autres, le second tangent u 
l'interieur du cercle A(a) et ä l'exterieur des deus autres 
, »(p-«){8ie-r^-(i>-a)) „ 2a'-«) {2J<-^ + ( y-u)} 

1) A(a) d^Ssigauit le eorde de oestre ^ et du lajon a, etc. 
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L'iperbole qni a poor fojen £ ot 0 et dont la diffirence deg 
rayons vecteun h — c, paflM en ^; en coordonäes nonualM » 
poor ^uation 

ei on &it k AtHufoniurfio» m ^ eite dqaation se reprodnit; m l'on 
ftat la l^afu/örmaliow m la düiSraiioe des rajons Tecteun devieiit 
hör lome 5 + ü «6 Fan obtient 

equation de lelipse qui a pour foyera B et C et i)as8e en Ä. 

La transfortnation cmtinue d'une construction geometrotn'afii[ui' 
d un Probleme, couduit auBsi & la üouätruction geometrugrciüque du 
probltoe qni r^mlte de la ftansformaHm «mSnue da premier; amri 

le poiut de Nagel JY a pour coordonees aormale« ^ ~ ° , ^ ^ 

^"f ^r inmtfomi emiüim en eet: — ^, ^-y-^, ^ • Yoiei 

d*abovd la eonstractioti g^om^trografiqne de se d^uit de ce 

täorteie: iS» N je mitne des patiMes am lisaeetneeB mtinnures du 
ABC, la partd&e ä la UsseäriM de A eotipaiU CA mW^ABm C, la 
parMe ä Ja Imedriee de Beoi^pamtAS en (X\ BC t» A% In paredäe ä la 
hüeeelriee de 0 w^patd BC e» A^, CA en B', <m anira, ea gnmdmr 
et e» eigne, BC, CA, AB äant les dircetions posilivrs mr les eetie 
porcourus dans le sens ABC AB" = AC =^c — h-j BC" = BA' ^^a — C] 
CA" = CB' ^b~a (fig. 2). Je trace A{a) qui place C" et B" 
(3 Ol -l C,l Je traco B(BC"){2C, + Q qui place Ä\ Je traee 
C{CB')(2C, + C,) qui place A" Je trace C"Ä\ A 'B' (4ii', + 
qui 86 coupeut en N — op.: (41i^ -f 2B^ + 'Cj + 3C^), simplicite; 16 j 
exactitude: 11; 2 droit<?s, 3 cerelog. 

Faisons la tramfornuition cmUinuc en A du t^or^me pr^cedent. 

Le point N devient le point Na dont les coordonees normales sont 

p p — c p — b 
IT"» e 

Si par Na je mine une pandÜe ä la bissectrice interieure de A 
con^pani CA e» BSUt AB en Ca (on Terra plus loin que iC et Ca ooin- 
ddent reBpeetiTement «rec B^ et C), une pareäläe ä la 6«8wd!r>oe 
egctdrieme de B ecmpaiiiilt AB e» (7«, BC en A^ me pamüMe ä la 
UneeMee eaeHnewre de C cmtpamilt BC en Aü^ CA en Bi, en oiira, en 
grandeur et en signe ABJ = ACm — — c + 5, JBC« «■ BA^ + 
CA^ -= CJBkl '^ — b — a. J'ai dit en grandeur et en eigne, sculement 
U faut remarqner que daus la irva^crmation conthme en ^ le rans 
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fi. IdMOim; 



ABC, voir fig. (1), est devenii le sens contraire de ce qu'il ^tait pri- 
mitivement, par consoquent que sur la figure (2), potir cete transfor- 
mation, le sens positif de BC restant BC, celui de CA, et celui de AB 
sont dovenuy le sens negatif du teoreme priniitil". Cela pennet de 
voir alors que Cä coincide ayec C et Bä avec B". Je trace Ä(a) qui 
«onp« AB m ^ AC ea 3^ (3Q + C«)-, je traoe B{BCä) qni ' 




coupd en A'a (2 r, f C,) et C(OB«) qui coupe en + % 

enfin je brace C'äA'^^ P>aAlH{\\ + 272,) qui se ooupemt en JT« obtemn 
oome j*ai obtenu et avec le meme simbole. 

Si Ton vonlait obtenir 'N et "Na au lieu d'obtenir Fun ou l'autre, 
il est facile de voir qn'on pournit condiiire la oonatructioii de fii^ii 4 
n'avoir que 24 pour coeiicient de simplicite. 

wmme a» cerd^ imarU et & V^Sipee tnscräiB de Stemety jparäbcie doni 
Pe^uaHon eet Syax{^a — 2p) » 0, a «w fbffer eur le cerde ekeomerii 

et ce foper a pour coordawm ^^~r^^, Ji-^.^,, JT^T^' ^* 
formaHon continue en A done: La parahole inscrüe qui tauche la 
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droite r— - H — ^-r ~ Ö .tangente comune au cerde ex-inscrit Oa 

o — c c — a a -\- b ' " 

et ä Velipse inscrite de Steiner a pour e^mtim 

0t pour foffor h paint du eerde emmaerU äonü Us eootümks woXi 
g h t 

Paris, le 17 septembre 1901. 

M^moireR ä consulier: Äesociation Fran9aiBe pour Tavancement des sciences 
Congrfes de Marseiile 1891. — Etode sur une noiirelle tranßformatioii. MalhMÜ 
— Une r^le d'aiial(^e. Nouvelles Annales, janvier \Wi%. 



Transfonnatioii oontiiiiie daas le UtraMre; 

Par M. £. Lehoine a Paris. 

KiM^tm, Je d^ngne pw B, C, 2> Ibb somets d*im tItnMre. 
1*. Lea fati» ABC, BCD, CDA, DAB aeront F^, F^, F^, F^ 
8**. Lea anglea pUm dea faeea: 

BBC, CDA, ABB Mvont D^, A, D„ 

GAB, DAB, DAC „ Ä^, A,, Ä,, 

ABC, ABB, DEC „ B„ B,, J?„, 

BCA, BCD, DCA „ C^, C^, C,. 

T^s lonffueura dea aräea BC, CA, AB, DA, DB, DC aeront 

a, h, a', h', c. 

4P. Lßs angles di&kes qui out pour ar&fces a, b, c, a', h', c' serout 

* A A A 

fi, 9, c, fik , 9 , e . 

5°. Lea em^dea faü une aräe anee lea deua faces qui ne la con- 
üemut pas seront d^ign^s chacun par la IM» qui d^igne Tarete, 
snivie de la lätre qui d^aigiie la fwse couaid^r^; il y aora dono lea 
12 anglea 

aFg, aF^, a*F^ u'F^t 

h'F,, h'F,, 

/N /> 

eF^, cF^ e'F^, e'F^ 
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E. Lsmoimb: 



6^ Les hauteurs Beront h^, A., h^, rindioe d^ognant le somet 
d'oü äes pwieat. 

7^ Les rayons et leg imbres de Ja ilßft tnserite ^ ißt ißm ex4ih 
scHtea de premüre espke eoront r, r«, r^, o, o^, o^, o^, 

Lee raiifOHs d les temtree des sßres ex-inscrites de eeeonde eepeee 
(ow weerUes dans les isrntHes} seront r«, rt, oi, d, 

8^. Ze vdume du UtraSdre, Je roffo» de la sßre eweaneerUe et eon 
Centn Mtont V, R, 0. 

9* Lm angles de DA et BC, de DB et CA, de BC elk AB 
eeroiit tt, ß, y, 

10". Les longueurs des droHtes ^ joignent les miUeus de DA et BC 
de DB et CA, de DC et AB Beront m, m. 

Je feie tonmer le plan BCD autonr de BC come chanii^; 

pour fixer les idees je suposerai qm D est d'abord aw dessus da plan 
horizontal ABC et qae le mouTement de BCD s'^ctue aa Bens 
inyerse de celui des aiguilles d'une montre. Tant que JD restera aa 
dessas de Ä BC, j'aurai co que j'apele le prfmier etnf la figiire; 
apre.s avoir passe pnr l'infini sur AD au moment du puraloUsme de 
AD et du plan mobile, iorsque ce plan continuera son mourement, D 
passera au dessous de ABC en Dj et j'aiiTai le second eiat de la fi^re 
qui corespondra u ce que nous apelons la tnmsfftrmation cmUinue eti D. 
On Yoit de snite que n Ton examine ce que deTiteent dauB le eecond 
tftat eertaineB piuprietd« du premier, äea pouront, relativemeiit aa 
t^traedie ABCD^ oonaid^ oomme t^tn^dre quelconque, eontenir des 
el^mente de ce t^kaädre qvi ne figraraieut point dans la proprio 
monoSe ponr le preiiii«r ^tal^ par exemple wie propri^t^ da prentier 
^tat oft figondt la sfere inscrite ä AB CD ee transformera en une 
propriet^ oü figurera la sfere ex-inscrite o^^ h ABC Dg. C'eet l'^de 
generale des oluui^meiits qu'eprouvent, dans le passage du premier 
etat de la figure au second, les element« et les proprietes du t/traedre 
qui constitu(> la transfonnation continm en D, il y a naturelement aussi 
les transforniatiüus continues en A, en B et en C. En i?ardant pour 
le second etat de la figure les Conventions de sigue faites pour les Cle- 
ments du proüiier etat, ou voit que, dans le eond etat, a, b, c restent 
a, b, c et quo a', b', c devienent — o', — i>', — ' Comme le couple 
dW t^traMre ei da t^raMre doat Ü seiait le sjmetrique est eon^iUile- 
ment d^temuiuä par les stx arltes h, c, a', b', c' quand on a indiqaj 
lenn positions roBpeetiTes, on Toit qae le changement de a\ h', € 
en fr, c, — a% — h% — e' constitae m fand tonte la transformation 
eontmue en il reste k ea. d^Telopnr les cons^aenoes. 



Digitized by Google 



T]ran«fonn»tion conturae dana le t^tx«idxe. 



251 



F^f JF,, j;, derüiMiit F^^ — F,, -Fj, - F«; ea äbk la tnuu- 
fonnatioit opMe laim ABC euu ehH^enieii^ mais dam lea triaiigU» 
BCD, ÄDCf ABB on fait respectiTament Im transfonnatLoiu is^ b', 

en fl, — h\ c'; 6, c', a* ea h, — c, ~ a'; c, a', 6', en <^ — a', — h'f 
c'eBtr-a-dire qu'on opere sur char* ni d'eux la transforinaiion «ON<ifM«e da 
triangle ^tudiee daiis la note p. 2^ relative au triangle. 

La meme remarque done la transformation de tone lea Omenta 
qiii oe d^jtendeut qne des ^l^enta d'nne face, ainai 

A> A dafTiinaiit - D., - A» - A» 

A4f A„f „ A^, 3t — A„, % — A^, 

^cf ff ^a, ^ - -ßf» * — A» 

La oontinuita montra qua h^, h^, h^, dffnkami — h^, h^, 
Lea fbnnnlea F«» ^h^ . JP^ » ^ ^ monireiLt alota qua V danaids 

— F. JR derieiii — aar lea rayona menft par 0 perpendieaKairemeni 

k ABC aont ^Tidement de aeus oontraire dane lea deua ^tata de la 

\ \ \ \ \ \ \ 
figore. On voit directement que a, h, c, a', h', c' devieuent -- o, 

\ A A A A 

X — h, X — c, n', b', c'. l, m, n ne changent pas, ce qui peut se 
deduire de la formule de Ohasles ~ l - a • a' - Bvaa. 

11 nous reste ä exaniiner ce que devienent r, r^, r^, r^, r^, r«, f», r^. 
Etablisson!? ou rapelons d'abord deus propositions uecessaireB. 

1 (Vi sait que s'il y a nne sfere inerrite dans im comhle, c'est que 
la some Ii s deus faces qui n'ont pas 1 aröte de ce comble pour COte est 
plus grande que la sonie dos deus autres. 

II. Soit un triangle AB(^ fig. (1). M un point de son plan, point 
dont leH distauces a BC, CA, A Ii sout res])r'ctivement .r, //, z. Soit 
DM la j)erpendiculaire au plan ABC meuee par 3f. Je dis qu'il y 
aura toujours un point ^ 8ur DM k partir duquel si Ton prend uu 
point D tel qae MB> M^ä, la eoma da deaa des triaiigles DGB, 
BGA, BAB aera plne grande qve la aoma da iroiai^me triangle et 
de ABC. En Ifet, poacnaa MB^i, Lea raporta dea aoi&cea dea 
troia trianglea BGB, BGA, BAB aont dridemttit lea mdmee qaa 
lea rapoTta de 

qui tendent ind^finiment Tara a, h, c quaad t eroit tnd^finimeni Si 
nona aapoaona qaa a aoit le plus grand dea cotA de ABC il aaffiia 
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de d^numtrer qu* k partir d'ime oerbune vabar t, on ponr tontes 
IflS Talev» de I plus grandes qne ^: 

Ce (jui est Evident puifique les tlt u^ lueiuliros de l'inegalite decroissent 
ConsUmcnL t^uand t croit et qu'ou n k la liniit^, pour t—r\i, b-}-C'>a. 

Les deus theoremes prect^deuts montrent qne je peus admettre, 
en operant la transformaUon continue eu D, que le tetraedre est tel 
que, avant le passage 4 rinfini de D, lee farois sf^res mBcritos dans 
les comble^ le aont eertaiiiemeiit daos lee comUes JBC, CA^ AB, Qu 
a donc dsna Botre ipofctee: 



r ~ 




SK 

K 




-F. 




»■* 












»F 
•» 








-F, 






F, + F, + F,-F,, 










iF^ 


F,-^F,-^F„-I,, 











Lee omq pyttimöiee finnmlee eont ^ndenieiit jpendralee^ inaie Hone 

pouvons dire qne les 3 demieres le eont aiuni, G'eet*4*diie ont lien 

indepeudament de notre precedenie ipotese snr la poaition de Oaj 
ol, o'e dasaa lee eombles BC, CA^ AB-y il sufit pour cela de r^arder 
Kf >' comp positifs ai oä, o,', o' sont dans les eombles BC, CA, 
AB et conime ne^tifs s' ils sont diins les eombles DA, DB, D(\ les 
Taleurs de res rayous changeant alors de signe ea passaut par 1 iiiüui. 

Les valeurs de r, r^,. r, , r^, Tay f't, r' tir^es do ces (Jquations per- 
meteut de voir que par la tratisformation continue en J) ces rajons se 
changent respectivement en r^, r«, H, r'c, r, r^, r^, r^. 

On etahlirait (le nienie la transfnrmntüm eontiniw en en B et 
en C; seulement il y a uiie remarque esseutiele ä faire. Daus la 
marche snivic pour ^tablir la tronsfornutUm cmünue en D nons aTone 
supose Icä pomts oä, o',, o« dans lee comblee BGf CA, AB] pour 
^tablir la traiufonnaiioii oontiirae en A par cxemple, ile doirent ikte 
anpoe^ dans lee oomblee BC, BD, CD, e*eetr&rdire qne neue apUerona 
r^, —rif — r« ee qne nons aTOns apell rl, r« ponr tfiablir la 
tianeformetion continne en D. 
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Exemplcs. — 1 La fonnule Huivanie qui, avec non üotations, eat 
C^e que Oataiaii a douee clans lea Nouvelles Annales 1847 p. 255 

et les iarois aatares analogaes, donent par tniuifonnatioiL oontiime en D 

2 1 ~ ) ~ ~H "Z/ ~l~ ~zr Z7 » 

2. Si Ton apMe r/^, ti^ les mtersectious de Ao, Bo, Co, Do 

avec les faoes uposees ä Ä, B, C, D\ a,, feg, Cg, (/, les points de 
contact de la sf^re inscrite avec les faces F^, i'^, F^f F^'j V^, Fj les 
Toluines des tetra^dres Oi&iCi<^i, (^^f>iCid^ on a^) 



3F F,i.;2«;F^ 



^ 9'-'^'' 

La transformation continue en D apliquoe ä ces deas formales 
done, Sans qu'il soit besoin de s'areter a definir F|4, F^^: 

iV F.F.F^F , 

" (i^„ + F„ + + jp, - ^F,- F^)(F, + - F^y 



On «mnut de mtme, par inm^ormaUon eentiiimB en 4» ^«i ^ 
Kons pouTons anssi apliquer la tran^ormatUm coniinue irouver les 
Tolomes aziali^^iies des iltraedres corespondants aux sf^res des combles. 
Soient par exemple pour la sHoBe inscrite dans Tun des combles £C 
oa ÄD Vxu'f Vf^t les Tolnines GorMpondiiiitB h, Y^, F«, on « 



^V.FJ\F^F^ 



9f!7» 



1) Yoir Erneit Qenty N. A. 1880 p. 687 ei 1881 p. 84i. 
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B. Lwomi: 



Par trwiiaformaiMn «ofrfifNie en D noas obtiendronB 

Ge sout de nouveaue teoremes qu'il ne serait pas aussi simple de 
dSmomtrer par nme anire Toio et dont V(aamß6 d'aillema eftt ^ dificil»' 
ment deviBj& 

Yoid im tableoa des principanx dAnenta de t^tn^drea tramaffifmei 
mDfmAfmBtieHC. (Voir p. 355.) 

Dans lea qnaire transfoimmtions V ^ Jt Aentneat F efc — 

«, ß, y devieuent ;r — «, « — /5, » — y, enfin m, n ne changooft paa. 

Dans la transformation continoe i^liquee au triangle les exemples 
dones montrent que les erpressions analytiqnes m tnuisforment et Cju'a 
nn pnint M peuvent corespondre trois transformes Continus 3fy M^. 
Püur la trausforuiation continae apliquee an tetraedre noas alons enfcrer 
daus quelques details. 

Si xjy -er, i sont les coordonees normales »bsoluea d'un point Jkf, 
on a = xF^-\- z tF^\ supo^ons que /, 9, d soient 

lea fonetiona des äAnenta du t^traMre qiii don«tt y, js, t et apdona 
f»f 9at ^ai ^ de^üiient /) g>, iff, 6 quaad on leor apliqae la 
kwufarmation eotUmue en D. Si l'on tnmrforme eotUmumeiU en i> 
r^quation pr6cMent^ Me derient 

- - f,F, - if.F, - i^^F, + e^F^, 

d'oü Ton Gonclat qa'il j a un point dont las eoordxmSm ncnnales 
t^tnMriqnea aibaolnes aont f^, tpa, i'j, — Bj, c'eat le iransform^ en D 
de Jf. n 7 a anasi le frmuformS en dont lea cooidon^ aont 
^fnt 9mt ^»t ^m» trcmsform^ en B et le transformi en 0. S't^fAA 
Im traDsfoim^ oontinna da Jf de premiere e^ke. 

Je pena conclnre de ce qui pr^cede que ai nne poropriete g^m^ 
triqne eat exprim^e en coordonees tetraedriqaea normales par l'^uation 
0(x, y, e, t, P, Q, R . .) et que je designe par Qj, • - ce que 
deri^nent P, B. par tramfonnation confinm en 7), l'^quation 
0{x, y, 0, —t, Pj, ^0 representera la proprieie primitiTe 

transformik en D. 

J'ai apele M^, M^, M^, Mj transformrs cmfinus de l'*" esp^ce 
du point M, ils corespondent aus trois tramfornm coidmus qui 
peuTent exister pour un point du triangle, mais, dans le tetraedre, il 
peut y en avoir d'antrea. En ^fet, reprenona T^oation 
^y-U\^9.^\+^,K're,F, 
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E. Lbmoi»: Tnuufonnfttioii continue dans le b^tara^dre. 



ei opAroDS mir Me k intn^bmaiim etmÜmie en A'j ncm aurcuui 

Ce qni montre qu'il y a un point 3fj dont les coordon^es absolaes 
Bont ~ f^^, + <Pj^, i',,^, 9^,; il y a de meme les points Jf„ Jtf, 
(lont coordonees sont ^ (^^^ + ^/^m -f Ö^,: f^,, «r^c» -^do +^jc 
obteuus en transformant en B et en C la m^me eqaatiou. Si Ton 
^ans/ormait m D, B, C l'^quation 

ete., on retombendt aar JH^ Ge sont om trok points qns noaa 
apslons tcansform^ continiis de üf de ateoitde e^eee. 

A un point M, ä nne propriete don^ peaTcnt donc corespondie 
7 pomts ou 7 propriftft psr ttansfortnation continru' Ainsi an point o 
de QOOfdoo^ r, r, r oorespondent les 4 centres des sf ^res ex-inscrites 
de premiere espece o,,, o,, o^, o,^ et les 3 ceutres 0«, 0», 0« des sfdres 
de secoude espece inscrites dans les combles. 

P«risy le 17 septembre 1901. 

MAnoire & oonmlter: Asaodatioii &an9ai8e poor rAvanoement d«s Setenoe«. 
Oongrte de BeMuifon 18SS. 
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Neue Lehrs&Ue Uber die WuiseliL algebiaisclier 

yon G. ISENK&AUE in Ther. 

Za jeder punea latioiutleii IWkIicHi einer komplezeii Variabelii 
Iftfiit ndk eine gewisse kompleie Konstante angeben, die ihr in eigen- 
tOmlidier Weise ai^^drt und eine sehr merkwflrdige ISgenschsft be- 
dtat Die Art dieser Atigwhflri|^t kann Tersnsclisnlicht werden mit 
Hflife der bekannten, von Möbins in seinem «berycentrisehen Oslenl" 
sn Gnnde gelegten V<»stellimg. 

Sei die erwähnte Fonktion mit bezeichnet, so hnt die Glei- 
drang f{x) = 0 eine endliche Anzahl von Wurzeln, die Funktion f{x) in 
der Zablenebene eine endliche Anzahl yon Verschwindungspunkten. 
Diese denken wir uns, jeden an seinem Ort, als gleich schwere Massen- 
punkte, dann besitzt das System einen Schwerpunkt, und eben dieser 
Schwerpunkt kennzeichnet durch seine Lage di»; vorhin erwähnte 
koinpiexe Konstante, die als eine der Funktion i eigentümlich zuge- 
hörige Grofse betrachtet werden kann. In diesem Sinne bezeichne ich 
sie mit dem Ntmieu „ScJiwerpunki der Funktion f{xf' oder auch 
fßchwerpunkt der Gleirhung f{x) — 0." 

Dieser Schwerpunkt nun haltet der i' uiiktum au mit einer merk- 
würdigen Beharrlichkeit, welche sich ausspricht in dem Satze: 

Der Schtcerpunkt einer ganzen füiionalen .Funktioti bleibt unver- 
ändert, mag man dieselbe heliehig oft differenüieren, oder vmder freier 
WIM der IntegraihniäUmskmien nUegrierenf ofyr €nuk Uerierm. 

Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir: 
rt») - «■ + (ft + flkO«""' + (ft + fiO«"-" + . . . + jn, + 

und bezeichnen die n Wurzeln der Gleichung f(jc) — 0 mit + Ä», 

■ AHUr iu UntUtMtlk ud Vhjük. m.Mbm. HL 18 
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Oj, -jr ß^ i, - * ocn + ^n' - Nuu folgt aus den Beziehungen zwischen den 
Koeffiuentoi und den Waraeln einer Oleichung, dafs 

J»l + «I« - («» + + «1 + + • • • + «• + ßni), 

also 

— A = + «» + ••• + «»5 —Qi-ßi + ßt+'-^ß»- 
Miüim liai d«r Schwatpimkt dlfir Wuneln die Koordinaten 

und —^-qi- 

Bezeichnet man den Koeffizienten + g^i kurz mit Oj, so liat 

der Sehwerponkt der Gleicluing in der Zahlenebene den Hätz — ^ * 
Dieee Eigenechalt läbt sicli bo «nsejnechen: 

HilfsBatx. Wem mm im Eotffijritntm des tweUhS^sim GUedea 

einer Gleichung durch die Gradeahl derselben diviäi&i, den durA dUeam 
QuaHmtat lezeirhnden Vunl i der Zaidenebene mit dem NvUpunkt verbindet 
und die erhaltene Strecke über den NuUpunkt hinaus um sich selbst ver- 

lärffiert, so triff'f man auf dm Schwetjnmli dn Gleichung. Oder kürzer: 
Der Scliueqyunkt einer Gleichung nten Grades äquilibriert den nten TeU 
vom Koeffizienten des zujeithöclisten Gliedes auf die NitU. 

Wenn das höciute Glied der Fonktion f{x) noeh mit dem Faktor 

Oq behaftet ist, so mub statt dee obigen Anadmcke — ^ * ofEBobar 

— — • — gesetzt werden. 

Naeli Ableitung des vorstehenden HülfssatzM beweiat sich der 
in Kede stekeude Sats sehr einfach. Es sei allgemein: 

f(x) — Oft«* + + «ja?»-* H h a« ^ 0, 

mithin die Lage des Sohwerponktes — daon liefert die DiffBren> 

tiation: 

«a»af + 1)01«" -* + (» — 2)fl,«" -• + ••• + flu - 1 0, 
woiane iicIl wiederum die Lage des Sebwerpnnktee bestimmt auf 

^ ^7?" "~ "z"^ • Er ist also nicht verändert worden. 

Ebensowenig wie die erst<^, kann eine folgende Difierentiation die 
Lage tlo« Sfhwcrjiunktes verschieben. Das Gleiche gilt offenbar von 
der Integration, und die Integrationskonstante kann dabei keine Rolle 
spielen, weil sie — auch wenn die Integration mit einer Funktion 
ersten Grades beginnt — niemals Koeffizient des höchsten oder zweit- 
höchsten Gliedes werden kann« 
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Nun bleibt noch die Iteration za bebandeln. Sei wiederum 

f{x) - fl^as» -f j%a?»-» + ho», 

so erhält man durch Iteration: 

f(f(ß)) - 

«©(öo^" + «la:»-» + h a«)" + «iK^" + «i^"""' + • • ■ +a,. 

Bei der Entwiokelung dieser Reihe brauchen wir uns blofs zn 
kümmern um diejenigen beiden Glieder, wrTche dio höchsten Potenzen 
TOn Xj also x^"') und x"* ~ ^ enthalten. Demnach genügt es zu schreiben: 

/*(/"(«)) - a»(a8«<"'J + fia{|-»«i»^~» + ...) + ... + 

— aj+*«t'>4-«ö8öi*'""* + J-«»- 

Selsen wir diese Funktion gleich Null, dividieren durch den Koeffi- 
zienten des erBten Gliedes und beachten, daT» jetzt den Grad der 
Gleichung beKetehnet, so ergiebt wek für die Lage dee Schwerpunktes 
die Grdbe: 

Er ist also anch durch die Iteration nicht tob der Stelle gerttckt 
worden; m beadbten ist aber noch ein besonderer KinsellMl. Findet 
nimlich das Iterstionsrerfidnen nicht auf die Oleiehung f(x) ■> 0 An« 
Wendung, sondern, was Öibet Torkommt, auf die Gleichung Sßi^f(x) 
und ist dabei f{x) vom zweiten Ghrade, also etwa gleich a^x* -\- a^x ts^^ 
so hat die Qleichung x — f{x) nach dem olngen Hilftsats den Sdiwer* 

punkt — ^ ~- > Die erste Iteration iidiert das Ergebnis: 

/(/"(^cy) = o^CaJo;* + 2a,a4ar» + ...) + o, - ügar* + gogo^ie + 4- a, , 
also: 

oja^ 4- 2a|a^^ + + — 0. 

Demnach ist jetat die Lage des Schwerpunktes beaeichnet durch die 
Qrofi»: 

Er ist also Terschoben, kann aber dotch keine folgende Iteration noch 
weiter venchoben werden. Denn bei der GleidiungBlbtin x — f{x) hat 

die vor dem Gleichheitszeichen stehende Chrofse x nur dann einen Ein- 
flufs auf die Lage des Schwerpunktes, wenn sie einen EinfluJGs auf den 
KoefBaienten des zweithöchsten Gliedes hat, also wenn f{x) quadratisch 
und noch nicht iteriert ist — 

iö* 
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Zum Schlüsse füge ich noch einen weiteren Sat:z bei, dessen Be- 
weis sich au8 dem Hilfssatz sofort ergiebt. Wenn aus ( in r Gleichung 
«ten Grades durch passende Einführung einer neuen U^ll)^^kaImten das 
Glied mit der (w — l)ten Potenz dieser Unbekannten eutfemt ist, so 
pflegt man die Gleichung eine ^^eduzierte'' zu nennen, und von dieser 
gilt der Sali: 

Wird irgend eine gegebene Gleidumg re(kusiert, so erleiden die 
heiäm AdiBm I» d&r ZeMmAem daävunk muß 9M» ParaädvßnMbtmg, 
daß der SAwerpunkt der QiUuivung auf die JM «1» tfeyoi IfcoiMNiL 

Trier, den 26. April 1901. 
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Jh% Gesetze der schwarzen Strahlung und ihre 

Yerwendnng. 

Von 0. LüioiBB in duolotteiLbing. 

(FortsetcTing.) 

3. ExperimetiieUe Vertoirklichung der schioarem Strahlung von 
- 180^ Ceh. hü 2000^ Ceh. und darüber. — Zur Verwirklichung des 
schwarzen Körpers bedienten wir uns für niedere Temperaturen 
doppelwandiger GefalÜBe, deren Zwischenraum durch den Dampf sieden- 
den Wassers, dujrch Eis, feste Kohlensäure, flüssige Luft etc. auf 
überall gleichmafsiger Temperatur erhalten wurde.') Das innere Gefäfs 
d]«nto dt SfcnUnngaraiim und toiawumirierte durch ein Bohr mit der 
laberen Luft. Auf diese Weise erhSlt man die eehwane Strahlung 
innerhalb der Temperaturen toh 100* bis 180* G. 

Zor Enreichimg hSherer Temperaturen war num anf SaÜpeterbSder 
angewiesen, welche hei etwa 290* C beginnen uid bestenftUs noch bei 
700* G anwendbar sind. Daraber hinaus muTste man som Ghamotie- 
ofen greifen, der vermittelst Kohle- oder Qaafeuening geheizt wird. 
Abgesehen davon, dafs man über eine Temperatur von 1400" C kaum 
hinauskommt, stellen sich bei dieeer Alt der Fenening awei wesentliche 
Schwierigkeiten ein. 

Einmal ist es, wie erwähnt, selbst mit Hilfe eines doppelwandigen 
Ohamotteofens unmöglich, im strahlenden Hohlkörper eine vollkommen 
gleichmäTsige Temperaturverteilimg zu erreichen^ ferner verursacht die 
intensive Gasfeuerung mancherlei Übelstände and bringt starke Tem- 
peratotachwanknngen mit sich, die znmal bei Messongen im Spektrom 
sehr störend auf die empfindlichen bolometrisehen wie galTanometrisehsn 
M e ftapparate einwirken. 

Diese Übelstande sind beseitigt dnzeh die Eonstmktion des in Fig. 1 
bis 3 abgebildeten „eiektiisch ge^^ilhten'' schwanen Edipers*), welcher 



1) 0. Lnmmer und £. Pringaheim: „Die Strahlung eines schwanen 
Körpers zwischen 100 and ISOO* C.** Wied. Ann. 68, 396—410« 1897. 

0. Lninuer und F. Kvrlbaum. Ami. d. Fhys. (4) 6, 8S9~BSC^ 1901. 
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0. LmoiBB: 



bereits bei Erorfcenmg des StefanacheiL Gesetaes erwähnt w<Hrden ist 

Wie schon der Name andeuten soll, dient bei diesem schwarzen Körper 
der elektrische Strom als Heizquelle. Ein etwa 0,01 mm dickes Platin^ 
blech wird zu einem Cylindermantel Ton 4 cm Durchmesser und 40 om 
Lange geformt, indem die Ränder des Bleches im Knallf^aspfehläse zii- 
Bammengeschwtifst werden. Damit die Stromlinien parallel der Cylinder- 
achse Terlaulen, sind an die Enden des Platincylinders ringsum dickere 
Platinbleche angeschweifst. An diese dickereu Iloliransätze sind die 
Zuhntuugsbleche h (Fig. 3) gescli weilst, die zu den Klemmbacken (a) 
deä Stativs führen, denen der elektrische Strom durch dicke Kabel zu- 
geführt wild (Fig. 2). 

la diesen Heismaniel aus dfinuem Platinblech pafst eng an« 
sehliebend das innere der beiden in Fig. 1 gezeichneten Bohre aas 
schwor sehmelsberer HMse, weldies die sehwaise Strahlung liefern solL 

Dieses von der E^. PoneUanmanufektur in Gharlottenbnrg her- 
gestellte Bohr von 2 nun Wandstärke trägt fest eingebnumt in seiner 




Fig. l. 



Mitte die Querwand 7 und die Diaphragm«! 1 bis 6, welche den 
Strehlungaraum vor allaustarker AbkflQilung durch die eindringende 
lioft scbilteen sollen. Die Querwand 7 hat awei Locher, duidi welelie 
die Diihte des Le Chateli ersehen Thermoelementes eingeführt werden, 
dessen Lötstelle E sich im Strahlungsraum nahe der Querwand befindet 
Die Diaphragmen a, b, c und d tragen Ponellaaidhndien, und diese 
enthalten die Drähte des Elementes. 

Das Innere des Strahlungsrohres ist mitteiH einer Mischung aus 
Chrom -^Nickel- und Kobaltoxjd geschwärzt, welche Schwärzung selbst 
Temperaturen f?1>er 1500» C Stand hält. 

Der Platinheizmantel ist ho riel länger als da.s Strahl ung.srohr, 
dal's das hint<»re Ende flach zusammengedrückt, das vordere Ende aber 
konisch verjüngt werden kann, um noch gerade der aus dem vordersten 
engsten Diaphragma 1 austretenden Strahlung freien Durchgang zu 
gestatten (vgl Fig. 1). 

Zum Schutz gegen den Wanneveriust durch Ausstrahlung ist über 
das Platinrohr an bdden Enden eng aiiliegend je ein Ring It (Fig. 1) 
geschoben und fiber diese Ringe wiede^lun ein passendes Rohr aus 
feuerfester Maasei sodafs zwischen b^den ^hren ein Luftiaiun ent- 
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■tehi Zum weiteren Sbhnts iet dietee ÜbenlQlprolir noch mit Asbeet- 
pappe umgeben. 

IKe LnfUiidle ist erforderlich, will mm den Kfiiper mit Msem 
Strom Ton weniger als 100 Amp. Stfrln auf dk hdehste nlissigß 
Temperatur Ton 1520*^ C bringen. Oberhalb dieser Temperatur beginnt 
die verwandte schwer sduiekbare PorzeUanmasse weich sn wwden. 



Auch fängt diese Masse dann an leitend zu werden, sodal's das Thermo- 
element beim Wenden des Heizstromes einen Unterschied von etwa 
25*' erreichi 

Ans Figg. 2 und 3 ist die Montienmg und StromaofOhrung dieses 
schwanen Körpers {K) ersiehtlieL Die mit Stellsehianbein Tertehene 
Sehieferplatte trägt zwei Paar 



Die erreichte Temperaturorleich- ^^j, 
heit des die „schwarze*' Strahlung 

liefernden Hohlraumes (o, H, 7 ) ist eine ühcrraschende. Zur Beurteihmg 
der Teniporaturverteilung bedient man sich mit Vorteil der HelUgkeita- 
veiicihoif/ im Innern dos strahlenden Hohlraumes. 

Im gleich temperierten Hohlraum müssen bekanntlich alle Hellig- 
keitsimterschiede verscbwinden. Da nun die Helligkeit rapid mit der 
Temperatur annimmt (vgl Areh. 'l| 81), so setaen sich die kleinsten 
Temperatnrantsnehiede in relatiT greise HeUigkeitadiffBreuBen um. 
Wenn also, wie bei diesem StrahlnngpkOrper im Stationiren Zustande^ 



G 




Klemmbacken ans Hesring, deren 
Einrichtong ans der Fig. 2 geniBgend 
an erkennen ist Fig. 3 zeigt den 
montierten sehwanen KOrper noeh 

einmal, von vom gesehen, sodafs man 
in die strahlende Offiiung blickt. 
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0. Lnoon: 



im strahlenden Hohlraum 5, 6, 7 weder die Blende 6 noch das Thermo- 
element E sich vom Hintergrund (Querwand) abheben, so ist der Schlufs 
berechtigt, dafs die aus diesem Hohlraum kommende Strahlung that- 
sachlich die „schtcareef' Strahlung darstellt, und zwar von derjenigen 
Temperatur, welche das Thermoelement anzeigt. 

Zur Festlegung der „strahlungstheoretischen" Temperaturskala 
und zur Entscheidung der Frage, ob den Gesetzen der schwarzen 
Strahlung, welche wir zum Teil erst noch kennen lernen werden, die 
Bedeutung von Naturgesetzen zukommt, d. h. ob sie beliebig extra- 
poliert werden dürfen, war es erwünscht, die schwarze Strahlung bei 
möglichst hoher Temperatur zu verwirklichen. Es war von vornherein 




Fig. 4. 



klar, dafs oberhalb des Platinschmelzpunktes (etwa 1 750** C) das Heiz- 
rohr eugleich auch zum Strahl ungsrohr gemacht werden mufste. Als 
Substanzen konnten hierbei nur die sogenannten „Leiter zweiter Klasse", 
wie sie in der Nernstlampe Verwendung finden, und die Kohle in Be- 
tracht kommen, welche freilich die unangenehme Eigenschaft hat, in 
der Luft bei hoher Glut schnell zu verbrennen. 

Aus verschiedenen Gründen erschien schliefslich die Kohle als das 
geeignetste Material zur Konstruktion hochtemperierter schwarzer Körper. 
Um die Verbrennung des elektrisch geheizten Kohlerohres zu verhindern, 
wird das Kohlerohr in einem möglichst dicht nach aufsen abgeschlossenen 
Luftraum geglüht. Aus der Fig. 4 ist die Konstruktion des neuen 
Kohlekörpers wohl ohne weiteres ersichtlich. 

Obwohl der innere cylindrische Hohlraum des Strahlungsrohres 
mit der atmosphärischen Luft in Verbindung steht, gelingt es doch, 
ein kaum 1 mm dickes Kohlerohr genügend lange Zeit zu glühen, ohne 
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dafs die Wandstarke sich wesentlich ändert. Es ist dieser Umstand 
deswegen günBÜg, weil dickwandigere Eohre bei den im» zur Verfügung 
•tehMid«n Stfonuförkea Ton 200 Amp, nicht »of die gewOnaehtea 
hoben Temperataren sa erhitBen winn. 

Zur Enifiluiig eiiMr m6|^ehrt konstauitai Temperatur kommen 
ancih hier nur AkkomiüatoveiietrQme in Betncthi Bisher haben wir 
mit fUeeam j^ohkkSEper^ eine Temperatur von etwa 2000** C eireiebt 
und boffion, durch Anvenduag dünnwandigerer Kohlerohre noch be- 
dentend hoher zu kommm. Die dünnwandige Strecke des Heizrohres, 
welche den Strahlnngsranm nmschliefst, ist durch Drehen auf der Dreh- 
bank aus dem dickwandigen Kohlerohre gewonnen worden. Die Pfeile 
zeigen den Gang des Stickstofiis an, mit dem das innere Kohlerohr 
durchspült werden kaun.^) 

Mittelst des isoliert eingeführten Thermoelementes, dessen Lötstelle 
T sich kuiz vor dem als Querwand dienenden Kohlepfropf befindet, 
ist die Temperatur beBten&lla hie zum. Platinschmelzpunkt mefsbar. 
Will man die achwem Strahl«^ höherer Temperatur ontenochen, so 
ISIat man das ^ermoelement gans fort vmA benntit die Strahlungs- 
gesetse eelbet, mn ans ihnen die Temperatur sa evsehlielheiL') Wir 
kommen hierauf spftter ansfUhiÜch amrttck. 

4. VersiicJi zur Demonstration li&r Kirchhoff sehen HoMraumthmrie 
— Eirchhoff hat aus seinem Qesetz von der Absorption und Emission 
dee Iddites die Folgerung abgeleitet, dab m einem otounustHocncFUR 
BMwm erstens Äe individnellen Strahlungseigenschaften der yer* 
scbiedensten EGxpeir') Tmehwinden, aodafs diese alle sfiek^Ml trschemmf 
nnd dab finner ihr StrahlmigSTermogen gleich iet demjenigen des 
schwanen Klvzpera ron der Temperatur des Hbbiranmee. Um diese 
KonsequoDZ auch einem gröfseren Kreise anschaulich- zu machen, be- 
diene ich mich der in Fig. ö skizzierten Yenruchsanordnung. In dem 
doppelwandigcn Ohamotteofen CD befindet sich der kleine Porzellan- 
tie^ j^q, wekher durch die Heizspiralen EF bis auf helle Botglut 



1) Näheres siehe im TbäligkeiUbehcbt der Physik. Techo. Reicbsanstalt im 
Jahre 1901, abgedruckt in Z8. f. Inatrkde. 1902, S. 120 ff. Kürzlich ist es der 
Finna Oebr. Siemens k Co. in Charlottttibaig gdnagea, solche dfimiwaiidige 
Kohlerobre anter Anwendung von 400 Atm. Druck direkt zu preasen, Aneb hat 
sich gezeigt, dafs die Spülung mit Stickstoff fortgelassen werden kann. 

3) 0. Lammer und K Pringsheim: Temperaturbestinunung mit Hilfe der 
StnUuagagewtee. Physik. Z8. 8. Jabig^ IXr. 6, p. 97—100, 1901. 

8) Äusgesommes sind 'i' l iunnescieiendcn Substanzen, deren Strahlungs- 
vermögpn nicht eine blofi*e Funktion der Temperatur int. Irrt nmlichcrwcise dehnte 
Kirchhoff obigen Satz auch auf diese Substanzen aus (vgl. Arch. (8) 1, 
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erhitrt wezden kann. Die Bleiidfin mm md uu BchlltBeii dm Tiegel 
ebeofo wie der dnrohlffoeliaie Deekel dee Oftns aech MögUoihkeit gegen 
den Wirmeveirliiflt duidi Anetbehliiiig und gegen die AbknUnng inr 
folge dee Eindringens kalter Luft. Trotz der relatir primitiTen An- 
ordnung herrscht im Innern des Heizofens doch eine nahe gleich milfsige 
Tonperatnr, sodaDs wenigstens die untere Wand mid der Boden des 
Tiegda i^ichtemperiert sind| worauf es allein ankommt. Die im 

Chamotte ein^ehetteten Spiralen sind 
aus Nicki'ldruht gewickelt von nahe 
1 Quadratiniiiimeter Querschnitt und 
haben eine Länge von etwa 8 Meter. 
Beginnt man mit einem Heizstrom 
von 10 Amp. und flberlSlat den 
„GIflhtopP eich selbst, so nimmt 
infolge stehender Temperatnr der 
Widerstaad der l^iaspiialen so und 
die Stromstifarke ab, sodsA bei heller 
Rotglut sieh eine Art stationärer 
Zustand ganz von selbst einstellt. 

Um die Hohlraumtheorie Kirch- 
Ii off s zu demonstrieren, ziehe ich 
auf dem Boden des Ticgnls im 
killten Zustande mit Hilfe von Feder 
und Tinte Strich figiiren, etwa Kreise 
und Iladien, wie es die Figur 5 
andeutet Wir wissen, dale nicht 
sn dicke Tintenstriche, weldie man 
anf ein blankes Platinblech gezogen 
hat, htü auf «ftmftZem Chmde er* 
schien, sobald man das Flatin- 
blech bis zum Selbstleuchten erhitat 
(vgL 2, 167 des Arch.). Ebenso rerhalten sich die auf unglasiertes 
Porzellan gezogenen Tintenstriche; auch sie heben sich in der Glüh- 
hitze als helle Schriftzüge auf dunklerem Grunde hervor. Es rührt 
dies daher, dafs das beim Verdampfen der Tinte zurückbleibende 
Eisenoxyduloxyd auch im Glühzustande wie bei Zimmertemperatur 
die LichtwoUon weniger gut reflektiert als Platin und Porzellan 
es thun, sodal's die Tintenstrichc besser absorbieren und stärker emit- 
tieren. Anders ist die Erscheinung im gleichtemperierten Hohlraum. 
Hat sieh ein stalionlrer Zustand eingestellt und man blickt dnreh die 
Ölfiiung M des Ofens in das Innere des Tiegels, so sieht man eine 
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glaiehm&fsig helle Fläche, ▼on den Tinteuatricheii jedoch keine Spnrl 
Ei maeht aleo den Aneohein, als ob die beeehrieheaeii und im- 
beeohiieheDtti Stdlen das gleidie EmieBioaeTennOgeiL Miten, oder als 
ob das Eisoioizydvdo^d Terdampfl wäre (vgL die Versache Ton 
Si. John, 2, 169 des AicL). Beides ist nicht der FalL Denn man 
braaeht nnr das ^Viirmegleichgewicht im Tiegd zu stören, um sich von 
der Bxisten/ Ii ; Tintenstriche zu überzeugen. Führt man z. B. das 
dickwandige MctaUrohr H (in Fig. 2 punktiert gezeichnet) in das Innere 
des Tiegels ein, bis dafs es fast den Boden berührt, so erscheinen auch 
die Tintenstriche wieder hell auf dunklerem Gnmde, ganz vnp bei einer 
freistrahlendeu Fläche. Sobald man aber das Rohr wieder entfernt und 
einige Zeit wartet, bis der stationäre Zustand eingetreten ist, mnd 
auch die Striche wieder verschwunden, und der Boden wie die VVäude 
des Tiegtis scheinen eine einzige helle Fläche zu bilden. 

Dals die Körper im Hohlranm ihre individuellen XJnierachiede in 
Bezug anf Befl«don und Absorption nicht T^lieven, ist jedenfaUs sicher. 

Ebenso sicher ist aber, dafii Ton den besdhriebmien wie nieht- 
beschxiebeneii Stellen pro FlScheneinheit und Zeitel«mait die gleiche 
Energie snm Auge strömt Dieser Effekt ist also nnr dann moglidi, 
wenn im gleichtemperierten Hohlraum jedem K<^rper soviel an „er- 
borgter" Strahlung zn seiner Eigenstrahlung gefügt wird, als er infolge 
seines RefleadonsTermögens weniger emittiert wie der schwarze Körper 
gleicher Temperatur ( vgl. 2, 167 des Arch.). Sobald der Hohlraum ge- 
nügend geschlossen und glciclitenipehert ist, herrscht in ihm die 
„schwarze'' Strahlung, und alle nichtschwarzen Körper werden durch 
Reflexion dieser Strahlung wenigstens im Effekt zu schwarzen Körpern 
gestempelt 

Den Biaflab der „erborgten^ Strahlong dnn& Beiead(m enielit 
man redit dratlioh auch aus folgendem Experiment. L&bt man das 
Hetallrohr R fimgere Zeit im Ofen, so exvcheinsn nach dem Herans- 
zieihen des Bohres die Striche sogar dvmM auf hdlm Grunde! Es 
findet diese Erseheinm^; ihre ErUSmng nur, wenn man annimmi^ dals 
bei Anwesenheit des Rohres im Ofen die Winde desselben heifser 
werden als der Boden; denn nur dann können die besser reflektierenden 
Flächen (die nichtbeschriebenen) durch erborgte Strahlung mehr ge- 
winnen als die stärker strahlenden, aber schlechter reflektierenden 
Tintenstriche. 

Es liilst sifh nun leicht der Moment abpassen, dafs beim ab- 
wechselnden Hiaoinstecken imd Herausziehen des Rohres die Tinten- 
striche abwechselnd hell auf dunklem oder dunkel auf hellem U runde 
erscheinen, dazwischen aber Tollkommen Terschwinden. Um diese 
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„Umkebnuig der Striche aneh objekÜT ni demoiiitEUreiii bring» 
ioli oberhalb d«r sMiIendfla Öffirang M dne Eo&Twliiiw toh etw» 
25 cm Brennweite an, weLehe auf eineni 80 em darfibor befindlichen, 
aefaiig geateUten Schixm ein Texgzdfiwrtea AbbiU dea Tiegelbodeiia 
entwiifl. 

6. EsdtkM des Maxioell-BartoHadim JAerdmd^ hei SMKimge- 
vorgäaigen, — Durch die oben beaproehenen StrahlnngaTemiehe mit 
^eichtemperierten Hohlkngeln iat zum ersten Male mit Sicherheit 
dargethan worden, d&Ts die y,schwarze SinMun^ daa Stefan- 
Boltsmannadie Qeaeta thataSdiUch befolgt: 

m 

(1) J SidX - oonat T*- ^ 2*, 



gemäfs welchem die Gesamtetralilung proportioual ist der tnerten Potenz 
der absoluten Temperatur. Man kann dieses Gesetz als das Fundamental- 
(TPHetz der schwarzen Strahlung bezeirlinon. Solange man Rf:rahlende 
Si; hstnnzf-n dem ExperiirK^ntn nnt^r'ivarf , welche wip Platin und alle 
MetaUoxjde in ihren Ötraklungseigenflchaften vom schwarzen Körper 
betrachtlich abweichen, konnte man daher unmöglich die Gültigkeit 
dieses i' undamentalgesetzes erweisen. 

Nur Yom ^auen" Kfiiper durfte man erwarten, dals er daa Oe a eta 
der idiwaaraan Strahlung befolgen wUzde. Wenn fllr dieaen E5xper 
aneh daa EmiaaionBTennQgea (Ei) kleiner iat ala dasjenige {S{) dea 
achwansen EOrpera, bo iit laut De&iition aein AbiorptionaTem5gea (Ja) 
fttr alle Wellen eine Ecmatante. Der »graiu^ Edrper abiorbieit den- 
nach ralatiT alle Strahlen im gleiehen Prozentsatz. Ist aber für einen 
Korper Ai — conai, ao eihült man fOr ihn ana dem Kirchhoff achen 
Gesetze: 

(2) El - AiSi 

durch Integration: 



(3) 



also bis auf den Wert der Konstanten thatsachlich daa Stefan>B ol ta- 
rn annsche Geseta: 

(4) JeM^CT*'. 



Ob es solche grauen Körper giebt? Bisher ist jedenfalls noch keiner 
dem Experimente zugänglich gemacht wordttL 
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Alle anderen Strahiimgskörper sind selektiv, d. h sie rettektieren 
die Strahlen verschiedener Wellenlänge verschieden öturk; für sie ist 
also Aji eine Funktion der Wellenlänge. Hieraus folgt notwendig, dafs 
di«te MlekÜTeD EJSiptr dem StefftnielMii Qq e otoo nieht gehorchen 
hSanm. Nor ftlls 

wäre, könnte gleichfalls das Stefansche Gesetz erfüllt sein. Diese 
Bedingung eriieiMdit abov ^ ÄbsorptionsTennogen stark mit 

der Tcmperainr indert» itm aieht der Fall iit 

Am selekÜTiteD von allen feeten, feaerbeetSndigen SuhataiiBeii 
■cAieint das Uakhe HaO» wo. aein, da bei ihm daa AbeoiptioBaveimSgeii 
ftr die Tenehiadenen Wellen um mehr ala 600% variiert Hirn anderer 
Ausdruck fOr die stark selektive Eigenachaft des UankoD Flatuia iat 
die Thataache, dafs seine Qesamtatrahlung innerhalb weiter Grenzen 
proportional zur fünfien Potenz der absoluten Temperatur fortschreitei 
Beim Eisenoxyd und bei ähnlichen nichtblanken Körpern liegt die Potenz 
zwischen 4 und 5; wir sehen also, dafs nur der sdiwarze Körper die 
vierte Poiem befolgt, genau wie es von Boltemann auf theoretischem 
W^e varhergesagt worden war. Es dürfte daher nicht zu gevs[ijj;i rr- 
Bcheinen, wenn man aus der experimentellen Bestätigung der BuitZ' 
mannschen Theorie umgekehrt auch auf die Gültigkeit der ihr m 
Grande liegenden Hypothese Tom Äthesdniok aohliebil Diaaa hiaher 
wenig betonte ScUuIafolgerung war ea gerade, welehe laut penöidielMr 
MitteOmig Herm Boltzmann lebhaft fttr unaere Geaamtatrahlunga^ 
Veraaehe mit dem adiwanen Körper intereaaiarto mid ihn eanat aelbafc 
zum Experimente greifen liefs (vgl 3, 166 des Arch.) 

Der Boltsmannsche Beweis beruht, wie wir sahen, auf der An- 
wendung des zweiten Hanptaatzea der mechanieehen Wännefcheorie in 
Bezug auf StrahlimgSTorgänge nnd auf der Folgerung ans der elektro- 
magnetischen Lichttheorie, dafs ein Strahl auf die Flücheneinheit bei 
senkrcclitpr Tncidenz einen Druck ausübt, weicher gleich ist der in der 
Volumenemheit m (jeaUilt dieser Strahlung enthaltenen Energie. ^) Schon 
vor Maxwell hatte übrigens Bartoli^) auf Grund thermodynami scher 
Betrachtungen gleichfalls die Existenz eines ,,Lichtdruckes'' nach- 
gewieaen. Nach Boltzmann') und Qoldhammer iat der Druck bei 



1) Cl Maxweil: A treatiae of electricit; and magnetiam Art 798. 187S. 
DeolaifeA Übenatstuiig tob B. Welftatein. Btu^ 188$. 

Bartoli: J^ofOk i movünenti piodotli daSla Ince e dal ealofe." Le 
Xounier 1876. Exe er 8 Ropert. d. Phyn 

8) L. Boltzmanu. Wied. Ann. 22, 201—284. 1884. 
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wßkonmener S^eaam doppelt so grofs wie der, welcliflr auf «um cwB- 
Jmmm oteorNcremfe „flchwane'' FBlche aosgofibt wiid. D&fii der nreite 
Hauptsete der mechamBcihen "Wlbniethearie «nf die hier aUein in Be- 
tracht kommende „Temperaturstrahlung" anwendbar und auch fUr lange 
Wellen güli^^ ist, folgt rar Evidenx aue der Gfllti^^it des Kirch- 
hoff sehen Gesetzes und der daraus gezogenen Schlüsse (Hohlraum- 
theorra rtc). Demnach sind die Kesultate fttr die Ciesamtstrahlung des 
schwarzen Korpers als ein eklatanter Beweis für die Existenz des 
Atherdruckes nicht nur, sondern auch für die aus der clektromagne- 
tiechcn Lichttheorie gefolgerte Grölse dieses Dmckes anzuseilen 

Als Stütze für diese Schlufsfolgerung kuunen die Versuche P. 
Lebedews^) angesehen werden. Schon Maxwell selbst hat den 
direkten experimentellen Nackweis für uiüglicii iiiugestellt und ver- 
schiedene Experimentatoren haben sich bemüht, den Druck zu messen. 
Aber erst Lehedew iat ei^ wann auch nach langen, vergebliclien V«> 
radien, gdnngen, eine meeheniache Strahlm^prwirkung nachsuweiBa^ 
welche die Eadstena des Itherdmcks sehr wahiBOhemlich macht und 
auch der GroISMnordniuig nadh mit der Hazwellschen Theorie fiher- 
ematimmt Trotzdem möchte ich, bei aller Hochachtung vor der 
experimentellen Leistung Lebedews, vorläufig wenigstens die Be- 
weiskraft der Sb-ahlungsversuche höher anschlagen als diejenige der 
direkten Druckmcssnng.') Wie dem aber auch sei, jedenfalls ist die 
Existenz des Atherdruckes als soweit erwieseu zu betrachten, dafs man 
ihn bei der Erklärung von Philuomeiiou heran/^iehen darf, die bisher nur 
durch vage Hypothesen eine Lösung fanden. Dahin gehört die eigen- 
tümliche Form der KometenscJnveife, deren Richtung von der Sonne fort 
man auf eine abstofsende Kraft elektrischen Unpnmgs schob, ohne 
auch nur enum AnhaUspankt über das Yorhandeumn einw elektr jeeben 
Ladung der Eometennuuse zu haben. Sehr Tiel ein&eher ist die An- 
nahme ehur abstolsenden KnSk, welche Ton der Sonne infolge ihrer 
Strahlung auf die ftuläerBt fein verteilte Materie der Eometensdiweifo 
ausgeübt wird. Thatsächlieh lehren die von Lebedew"), Arrhenius^) 
und in exakterer Weise von Snhwarzschild*) angestellten Berech- 
nungen, dais der Haxwell-Bartolische Ätherdruck als Hauptursache 
bei der Bildung der eigentümlichen Formen der Kometenschweife an- 
zusehen ist 

1) P. Lebedew. Ava. d. Fbynk Bd. Hl» p. 488—468. 

2} Vgl. auch M. ThieBon: Terfadlgn. d. Devtmb. phjs. Ges. t, 177» 1901. 

3) P. Lcl-odew, "Wiod. Ann. 45, 292—297, 1892. 

4) Svante Arrhenius. Physik. ZS. II. Jahrg. Ueft 6 u. 7. 

8) Z. Sohwarzschild. Sitzgsber. d. Münch. Akad. 1901,HeftIII, p. 293—338. 
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6. MassenanziehuM/ (Gmtn'tafion) nmi Mdssenaöstojsnyiff (Äther- 
dmck): — Durch die Existenz des Strahlungsdruckes, welchen die Massen 
infolge ihrer Temperatur auf einander ausüben, kommt in die Betrach- 
tung der NatiDTOrgange ein ganz neaes MomtaA, buoim ab der 
UMKaumnehmg infolge der Newtoiiidia& S c h p eitial l «tue Jtamtn' 
abttofmimg infolge der T imfaaCu rrtralilnng oder des Ä&erdraokes ent- 
gegenwiilii 

l%Ut eine ebene Welle senkredit auf eine vollkommen schwane 
Ebene, dann erleidet diese einen Druck in Richtung der Strahlen, der 
l^eich ist der in der Voliimemeinlieit enthaltanen Energie E des WeUen- 
zuges. Eine vollkommen schwarze Kugel vom Radius p fängt einen 
Strahlenbüsehel vom Qaorschnitfc q*» »b; auf sie wirkt also der Druck: 

(1) D - p^xK 

Diesem Strahlunizsdmck wirkt die Anziehungskraft infolge der 
Schwere entgegen. Diese Kraft ist gleich der Masse der Kugel mal 
der Beschlexmignng, welche sie infolge der Anziehung durch die 
Striiiiiüiigsquelle erliält. Bezeiclmeu wir die Beschleunigung mit G und 
das speaifische Gewicht des Kugelmaterials mit so erhalten wir dem- 
nach für die AmieihimgBtoaft: 

(2) S~\if':csG. 

Falls wie bei der Einwirkung der Sonne anf die Planeten die 

Entfernung r beider grols ist, wirken sowohl die Druckkraft wie die 
Schwerkraft umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung. 
Dieses Qeaetz bleibt für die Schwerkraft erhalten, bis der Planet an 

die Sonnenoberfliicho heranrückt; dagegen hört die Öflltigkcit dieses 
(ieBetzes ffir die Druckkraft schon früher auf, da sich in fier SouTieTi- 
nähe die Energie nicht melir siuf konzentrischen ivagt iHchalen aus- 
breitet. Mit Auauahme dieses (rrenzfalles ist somit die resultierende 
Kraß F unabhängig von der Entfernung, also eine für jeden Körper 
charakteristische Konstante. Drücken wir die Resultierende aus in Bruch- 
tttlai der Schwerkraft, so erhalten wir: 

d. h. die zur Geltung kommende resoltierende Kraft hängt bei ge- 
gebener Strahlungsquelle nur ab von dem apesifischen Gewicht s und 

dem Radius q des bestrahlten Korpers. 

Wir wollen die ürölse der Resultierenden in Bezug auf die Oonnen- 
^Ming berechnen. 
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Ist iS die gMunte Stmhlmigimenge, welcAie die Sonnaiwtnlilen 
in dar Badiiimg üurer Fortpfluunmg pro Zeitoialieit einer eenkrechi 
dam itehesidea adiwanen ElSche soltttinii und v die Lichtgeeehwindig- 
keit, 9» wird die im Tolnmenelemenl enfhatteoe Eneigie oder der 
ICazwellwshe Ätherdraok: 

Die fßdarkonstanUf' betrage 3 gr Kalorieen j r n iadratcentimeter und 
Minutej also wird der Erduberfiäche in jeder Sekunde die Energiemenge: 

60 sec cm' ^ 239 sec cm« 

cm 

zugeführt. Die Liclitgeflcliwindigkeit ist o « 3 • 10^^ — ; also erhalten 
wir fttr den Ätherdmck an der £rdober^idie: 

p 0,06 • 10"> cm* gr 
" 889 • S • 10" MC* cm"' 

oder ruüd: 

DiTidieren wir dieee GrdJae durch die FaMbeechleonigung an der Erde 
g 980,6 cm/eec*, eo «rhalten wir die Dmekfanft in Grunmgewieliten 
BUBgedrflckt: 

(«*) ^-'-^-0,1.10-^^. 

Die Druckkraft D anf die achwarse Kogel rom Badina ^ — 1 cm iat 
aomit: ^ ^ jj^^^ 

Ehe wir r.ur numerischen Berechnung der auf die Kugel ausgeübten 
Anziehungfskraft übergehen, wollen wir deu Druck berechnen, den die 
Sonneiistralilen auf die gesamte Erdoberfläche ausüben. Laut 61. (5) 
int der Druck pro QuadratnuUer rund 7» Erdradius beträgt 

etwaa Uber 6000 km (genau 6367 km); alao fingfe die iärde einen 
StrmUenqrlinder vom Queiachnitt p*« » 36 • 10* • 10* * sr — U8 * 10» 
Quadratmeter ab. Der Druck auf die als achwane FBche gedachte 
Erdoberffikdie wird demnadi: 

1 . 113 . 10» mg- 76 . 10« kg - 7,6 . 10* Tonnen- 

Dieser Druck wächst, wie erwähnt, umgekehrt proportional zum Qumirat 
der Entfernung. Da die Entfernung der Erde von der Sonne etwa 
210 Sonnenradieu beträgt, so würde der Druck der Sonnenstrahlen pro 
Flacheneinheit an der OberflSche der Sonne rund (216)* 47000 mal 
80 grofa aein ala an dar Erdoberflftdie, alao etwa 3^ < 10* Tonnen* 
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Was niiu die Asmänui^skraß infolge der Schwere betrifft, so ist 
andi diese zn bereebum, wenn wir die Beachleiiniguiig Q kennen, 
welche ein Kdiper dnrdi die Schwerkraft der Sonne erhSli Aue der 
Bahngesehwind^keit v der Erde und ihrer Entfenmng r Ton der Sonne 
folgt die Ton d«r Sonne anf die Erde ansgefibte Noimalkraft oder die 
Sonnenaeceleralion: 

r 

Setaen wir v — a-lO^'^ und die Entfernung i2>-1510** cm, 80 
wird demnach: 

In Beang auf die Erde wird also die Anaiehongskraft: 

oder in Grainnigewichten aasgedrfickt rond: 

5= 6 • 10»* gr Gew. - 6 • 10«» Tonnen. 

Di( Anziehung der Sonne auf die Erde infolge der Schwerkraft über- 
wiegt also bedeutend die Ahstofsuiig infolge des Strahlungsdruckes. 

Um zn erfahren, wann beide Kräfte eimwidt r gleidi werden, gehen 
wir auf die Gleichung (2) für die resultiereiule Kraft zurück. Mit 
Hille der Werte von E und G erhalten wir als Ausdruck ftir die 
Resultierende in Bezug auf einen Körper vom Radius q cm und vom 
speaifischen Gewicht « den Wert: 



8 . 0,7 . 10-* 



4 • o,e ^» 
oder mnd: 

(7) F-i-"^- 

Hieraus folgt das interessante Resultat, dafii der Druck gleich der 
Schwerkraft wird, dafs sich also die Hassenanziehung seitens der Sonne 
und die Abstofsung infolge der Sonnenstrahlung gerade aufheben, falls 
das Produkt qs = 10'* ist. Setzen wir das spezifisch« 'Jowi'ht s = 1, 
so tritt dieser Fall hei einem Radius von q = 10" ' ein ^ '1 mm = l (i 
ein. Frei im Kauine vorl^andr m WnssertrÖpfchen würden also an- 
gexügeji werden, frei schweben «nier abgestofsen werden, je nachdem 
ihr Radius griUser, kleiner oder gleicli 1 ;t wäre. liicrnaeii würden 
also gerade die Tröpfchen, deren (Jröl'se von der Ordnung der Wellen- 
länge ist, weder abgeätoiken noch angezogen. Tröpfchen rom Radius 

Afcblv dar MatlMBMtik mmA Vkfwik. ÜLMlifl. HI. 19 
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besw. Vioo ^ würden di^^en inch der dargelegten Theorie sehon 
mft einer Krafl abgeetoliai werden, welolie die Sdiwerkraft der Soone 
um dM ZiSaifoi^ besw. ffwikferi/adbe flbertriffL 

Ans dieier Theorie lind TOn Lebedew^) und Arrhenins') Sohlflne 

gezogen worden auf die Konstitution und Bildung der Kometenfld&wei£e. 
Elm wir ihrem Gedankei^ange folgen, woUen wir die Bedingungen 
prüfen, unter denon die erhaltenen Resultate gültig sind. 

Der in (7) für die resultierende Kraft F au%eeteillte Ausdruck ist 
unter der stillschweigeudeu YoraussetrAing gewonnen worden, dafs die 
beeiuÜufste Kugel vom Kadius q die giuize von ihrer Äquivalentflache 
q^n abgefangene Strahlungsenerrri« avuli thatsächlich absorbiert, also 
weder Energie reflektiert noch hvwjL Die erstere Bedingung ist erfiUlt, 
falls die Kugel im Kirchhof fachen Sinne absolut Brkimrz ist; der 
zweiten Bedingung wird aber nur genügt, weim die Dimeutjiou der 
Kugel grolb iet gegenftber der ]Länge der nnIGüleaden Wdlen. Nun 
wird F»0 gernftb der obigen Theorie nur fttr den Fall, dab der 
Engebadina etwa 1 \^ belxagl^ alao Ton der GrSISwnordnung der Wellen- 
lange der maximaloi Strahlungienei^e der Sonne iai Bekanntlich 
liegt daa Energieinazimnm der Sonnenatrahlnng naeh den Veiaachen 
LanglejB im gelbgrünen Teil des Normalspektrums, für den auch 
iinser Auge am empfindlichsten ist. Und soll die Abstofsung die An- 
ziehung überwiegen {F < 0), dann mufs der Kugelradius sogar unter 
1 a herabsinken. Oenide bei so kh^nen Kfigelehen aber fangt der Ein- 
flufs der Beugung an sicli l)enierklich zu niaclieu, und dieser wäelist 
umsomehr, je Idemer der Kugelradius im \ ergleich zur VVelleulüuge 
wird. Da aber a priori klar ist, dals bei genügender Kleinheit des 
beugenden Sehiruis die Lichtbeweguug um denselben herumgeht, i5<jdiilö 
auch im „geometrischen Schatten" Lichtenergie vorhanden ist, so hört 
jene ein&che Theorie unter Veniaehlassigung der Beugung gerade da 
auf gültig au sein, wo sie anfingt bei ifarw Anwendung auf die Bildung 
der Kometensdiweiie interesaant an werden. Dieae Theorie lehrt, dafa 
die Abetofaung mit abnehmender Grofae dea Euj^iadiua stetig wichst; 
aus den bdsuinten Erfahnmgssätzen der Beugung kann man scbliefaeny 
dafs dagegen bei seÄr Jdcinm Kugelradien der Ätherdruck wieder ver- 
schwinden, die resultierende Kraft F also positiv werden und die 
Schwerkraft über den Strahlungsdruck wieder überwiegen mufs! Ein 
Urteil über die Grölse der Tröpfchen, bei der die Abstoisung wieder 



1) r L( bedew. Bapportfl an Congr^B Internat, de Pbjs. Paris, Gaatbier- 
Villars, 1900. 
9) a. 0. 
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in die Anziebung übergeht, kauu mau fiber mir durch eine genaue 
Theorie unier ßerückfiichfcigimg der Beugung gewnuiou. Diese Theorie 
igt kflrzlich Ton K Sehwarzsehild^) gegeben worden. 

Die Theorie vm K. Schwarzschild: — Um einen »uiximulm 
Wert für die Drackkraft zu gewinnen, stellt Schwarzschild in der 
ciiieorten Arbeit seine BefecÜmnng an unter der Toranssetsmig, dais 
die beeinflnikte Kugel eine absolut spiegelnde Oberffiche bat. Wie 
schon erwähnt, «rfSlirt eine ToUkosiinen spiegelnde Ebene bei senk- 
rediter IneideoDx einen dogf^ ao grofaen Druck wie eine ToUkommen 
absorbierende, schwarze Ebene. Gleichwohl lehrt eine einfache Be- 
redmnng, dafs eine vollkommen spi^elnde Kugel Tom fiadins welcher 
grofs im Vergleich zur Wellenlänge ist, genau denselben Dmok 
erfährt (q^i^) wie eine ebenso grofse schwarze Kugel. Nach Schwarz- 
schild ist also der Druck auf eine spiegehide Kugel vom Radius q 
gleich Q^nEj wenn E wieder die im Volamenelemenfc enthaltene 
Energie ist. 

In dem anderen ßrenzfall, wo iler Kngelradius q selbst gegen die 
Wellenlänge noth klein ist, wird der Atherdruck dagegen: 

(8) 7Ö«»|Jj5. 

Für den Grenzfall, dafs der Engelradins sehr klein im Vexgleieh vox 
Wellenlänge wird, berechnet Schwarxschild auch die Intensität des 
diffus zerstreuten Lichtes und findet (Lis von Lord Rayleigh*) fOr 
durchsichtige Körperchen abgeleitete Resultat, dafs diese Intensität um- 
gekehrt proportional der mcrten Potenz der VVelleulünge ist. 

Am interessantesten sind <lie Resultate für Ku^j^eln von der Größen- 
ordnung dp)' Weüetilängi?, welche in der folgenden Tabelle wieder- 
gegeben sind, hl ihr bedeutet F das Verhältnis des wirksamen Ather- 
druckes D zur auffallenden bezw. abgefangenen Knergie aufser- 

(tem ist zur Abkürznng p = gesetzt worden. Es wird demnaeh 

das Verhältnis V gleich 1 für sehr grofse Kugeln, während es für sehr 
kloine Werte von q laut Gl. (8) gleich ^%p* wird. Auch für diese 
Gröfse sind einige Werte berechnet, welche zeigen, dafs der Ausdruck (8) 
für alle Werte von (f ^ 0 hia ^ = XJi2 noch ziemlich richtige liesuitate 
liefert. 

1) K. Sehwarssehild: „Der Druck des Uchte« auf kleine Kugebt und die 
Arrhenivssche Theorie der KometenBchweife.** Münch. Akad. fier. iftOl, Heft III, 

p. «93—838. 

i) Lord Hajleigh. Pbiloa. Magazine 1871. 
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Ans dieser Tal)ellH » rkennt maa aufeerdom, dafs der aus der einfachen 
Theorie gefolgerte Druck I) = q^xE oder V = 1 mit einer Genauigkeit 
von etwa bis heralj zu Kugeln yon % Wellonläntjon Kadius richtige 
Wprte liefert. AllgemeiTi i;ilt daher: „r)5i.s Verliiiltiiis V des wirkBumen 
l>rucke8 zur aufgefangeueu Energienu ngH p-^rA' steigt von dem für 
grofse Kugeln giltigen Wert Eins langsani an, weun man den Kugel- 
radi uh verkleinert, ist dieser bis aui etwa Vs Wellenlänge gesunken, 
80 erfolgt ein rapides Auwachsen von K, welches bei '/^ Wellenlange 
Radim im «nem MwcimBiw fgßmßk 2,5 fülut Bei weitorar Veilddiunniiig 
von p Buüdf V nodi rapider ab, als es vorlier angestiegen ist Für 
9— iA/10 ist es bereits wieder miter die Einheit herabgesunken und 
niinmt alsbald Tersohwindende Werte an." 

Mit Hilfe dieses Resultates und unter der Annahme, dab die ge- 
samte Somunslnhlung ans gelbgrOneo Wdlen besteht Öf^onnal&Il^, 
dafs das spezifische Gewicht der Kugelmaterie gleich 1 ist^ und dab die 
Solarkonstante 2,5 betragt, zieht Schwarxschild folgenden wichtigen 
Schlufs auf das Verhältnis IV der Dnickkraft zur Schwerkraft: Im 
NomuilfoU wird der DriwJ: des So}inrtdi<lit4:^s gleirli der S- kwerkraß^ 90- 
haUi der Kugvlradim bis auf l^ö l oder 0,7'> (i Imahsinid. Jiri weiterer 
VcrhliinfTUh'j der KitfffI irärhsf drr IhitrJc über dir Schwrrkraß hinaus, 
bin er bei einem Kwjclradins von if,lö k = <)/>!> u um d(U> If^ fache 
ültertriff't. Von die.tom Maxinudtvert sinid der Uruck schnell wieder 
lind vnrd Itcreifs fiir den Kuf/clnidins o/Xi X (),n:;:, ^ wieder der ScJiwer- 
hraft gleidi, ton sich dann r(is(h der JSidl -ii niihrm. 

In Wirklichkeit lie.stcht :il)er ilic Soiineustnihluug aus Wellen aller 
Urülsen. Unter Benutzung der Laugley scheu Messungen über die 
Vertinluiig der Energie im Spektrum der Sonne erhält Schwarzschild 
das Resultat, dals infolge dieser Energieverteilung der Maximalwert (18) 
des YerluLltnisseB W auf die Hälfte des für den NormalftiQ gültigen 
Wertes, also auf etwa 10 reduziert wird. 
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7. Anwmdmg der Ätherdrudthrorie anif äie Gestalt der Kometeti. — 
Auf Grund der TOigetragenen Theorie vom Atherdruck arbeiten sich 
also stets die Massenanziehung infolge der Schwere und die Abstofsung 
infolge der Tempei-atnrstrabhm£f entc^Pf^en, und die Rosnltit roiide beider 
Kräfte hängt bei genügender Eutfornuiig beider Körper von einander 
lediglich nb von der (Irofse und dem spezifischen Gewicht der Körper, 
Denken wir iins also eine Strahlungsquelle, %. B. die Sonne, und aufser 
ihr in genügender Entfernung eine Engel von gewisser Ma*ise mit der 
Anfangsgeschwindigkeit Null gegeben, so wird diese Kugel zur Sonne 
in gerodlmiger Balm angezogen werden, frei Behweben bleiben oder 
Ton der Sonne in geradliniger Bahn abgeetoAmn wcarden, je nf>f^4i>Tn 
die BeBoltiereiiLde swisdiai der Schwaki&ft und dem wirioEHinieEn AjOusr- 
drack poetÜT, gleieh Null oder negotiT ist 

Hat aber die Kngel eine von Noll TerscliMdene Anfang^jeediwindjg- 
keit, so wird die Kogel in einem Eegekchnitt sich der Sonne nähern, 
in der anfänglichen Richtung geradlinig weiter eilen oder in einer 
Hyperbel von der Sonne sich entfernen, je nachdem die Sdiwerkrafl 
grÖfser, gleich oder kleiner als die Druckkraft der Sonne ist. 

Die PlantffT! ints<>res Sf>rinensystems bewegen sieh in Ellipsen nni 
die Sonne, in 1 timi i nif iu Brennpunkte die Sonne steht. Die Resul- 
tierende beider wirksamen Kräfte ist hier also 2)0StHv; thatsächlich 
lehrt eine einlache liercchnimg, daJs bei allen Körpern von der Gröfse 
der Planeten die Druckkraft gegenüber der Schwerkraft verschwindend 
klein ist Ob dat Atherdruck mitwirkt oder nidit, kommt in diesem 
lUle praktiaoh auf dasielbe hinane, und die ans den Bahnelemeuten 
unter Zugnmdelegung des Newtonschen Gravitatioii^jesetzes be< 
reehneten Massen der Planeten dfliftem kaum geändert werden, wenn 
man atüser der Schwerkraft auch die DmcUaaft der Strshlni^ be- 
rflcksiohtigte. Dies ist anders bei einem Körper von so geringer Masse^ 
dab gerade eben noch die Resultierende beider Kräfte positiv bleibt. 
Hier dfirfte die Aufserachtlassung der abstofsenden Kraft und die 
alleinige Berücksichtigung der Newtonschen Schwerkraft zu faUchcti 
Resultaten in Bezug auf die Masse der bewegten Körper führen, eine 
Folgerung, weiche meines Wissens noch nirgends hervorgehoben 
worden i»t. 

Wie grofs die Druckkratl gegenüber der Schwerkraft ist, läfst sich 
sehlechterdings nicht sagen, wenn nicht aus anderweitigen Daten die 
Gröfse des bewegte Körpers und seine Dichte bekannt sind. Denn da 
beide KrSfte dem gleichen Entfemongsgesetz gehorchen, so behilt ein 
Körper seine planetarisdie Bahn um die Sonne dauernd bei, die (st 
einmal infolge seiner anßnglichen Geechwindigkeit ond ahßiagjiehen 
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Entfernung von der Sonne nnter dem Einflufs der Resultierenden jener 
beiden Kräfte angenommen hatte, ine Idein auch die ResuUiercftde sei. 
Da die Hesnltiorende aber erst bei Körpern von der Grofsenordnung 
der Wellenlänge des wirksamen Lichtetä Null wird, so konnte die bis- 
herige Nichtberücksiclitigung des Strahlungsdrucke« keinen wesentlichen 
Schaden anrichten. Die Einfübning des Stralilungsdruckes in die 
Astronomie haik abo die günstige Folge, aa den laieherigen aefaKmomisehen 
Erkenntnissen pnktbeh nichis zu indeniy vSfarend sie geeignet ist, 
bisher xfttselluifte Erscheinnuigen anfenMfiren und anf bdcannie Yor- 
gän^ snrtlckzttftthren. 

Dalim gehören die eigentfimlichen Eiselieiniii^^y welehe die 
Kometen darhieten. üm die merkwürdige Gestalt und Richtimg der 
Kometenschweife zu erklaren, muiste man eine abstofsendc Kraft ein- 
fahren, welche dem Gesetz von der Massenanziehung derartig wider- 
spricht, dafs man sie rlpliri sehen TMdnngen zusehreiben zu müssen 
glaubte, ohne iVeilirb f i: -o Annahme genügende Anhaltspunkte zu 
haben. Nach den Berechnungen von Bredichin*) muTs die abstolseude 
Krall der Sonne die Schwerkraft um das 1,5- bis 18 fache übertreffen, 
will uian auch die gestrecktesten Kometenschweiie erklären. Um die 
Ton der Sonne auf die Schweifinaterie ausgeübte Abstofsung mittelst 
der Ätherdrucktheorie zu etklären, brancbt man nnr anzunehmoi, dab 
die Eometenachw^e aus lauter klmnen Körpordira oder Kfigelch«i 
bestehen. Da bei diesen daa Yerhaltnia TOn Anziehung infolge der 
Schwere und von Abstofsang infolge der Sonnenstrahlung lediglieh 
eine Funktion der Gröfse und des spezifischen Gewichts der Schweif- 
materie iat, ao wird die Resultierende für die Tenichied«! groiaen 
Edrperchen eine ganz Terachiedene aein. 

Denken wir uns einmal, es werde eine in elliptiseher Bahn um 
die Sonne eilende Weltkugel durch irgendwelche KiuHüsse kleiner und 
kleiner. Dann ändert sieb infolge Abnahme der Resultierenden beider 
wirksamen Kräfte dauernd die Bahn, diese geht in andere und andere 
Ellipsen bzw. Kegelschnitte über, bis bei genüg»'nder Kleinheit die Kugel 
in tangentialer Richtung zur augenblicklichen Bahn forteilt, um bei noch 
kleinerer GroJae in einer Hjperbel konvex zur Tangmite Ton der Sonne 
abgestoften zu werden. Diese nach einander folgenden Zustande werden 
^eiduseiUg «ntreten, wenn ein in elliptischer Bahn um die Sonne 
kreisender Körper plotalich in Stacke der Terschiedenatoti GrSJäe ter- 
fillt. Alle di^en^en Teile^ wdche genttgend grolä aind, werden der 



1) Bredichin: „Revision des valeors aom^iqnes de I» foroe räpolnve. 
Leipag, Tof«. 1SB5. Ann. de TObserv. de Momso» 1886. 
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ursprünglichen Bahn folj^en. Welches ist die (irörm- «lioser Stflcke? 
Nehmen wir an, unsere Astronomen könnten die Änderung einer Balin 
aus ihren Zeitbestimnumgen etc. merken, falls die Sehwerkriitt sich 
nur um änderte, dann würden für die Astronomen alle diejenigen 
Teile der urHprüuglichen Bahn folgen, deren Radius gröiser als 1 cm 
ist. D»bei ist das spesifiscbe Gewicht gleicli 1 geaetst Alle kleineren 
StOdce werden wnäiBrt Balmen einschlagen and swar ebenfiiUe Ellipsen, 
bsw. Ftoabeln und Hyperbeln Ton immer gröberer ExcentrisitSI, je 
naher ihre Radien dem hritiBoben Wert liegen, £Br wddien die Besol- 
tierende 0 isi Ms findet demnadi eim SUratung ML Die Teilchen 
mit dem kritischen R:idius eilen in tangentialer Riehtang aar nnprflng- 
liehen Bahn fort und trenne diejenigen Körper, welche auch naob 
dein Zerfall der Zeutralbewcgung um die Sonne folgen, von denjenigen 
Teilchen, welche sich mit der Zeit dauernd von ihr entfernen. Zu den 
nhj/estolsenen Teilchen geh("»ren alle diejeniffen, fnr welche die Resul- 
tierende negativ ist, also nach der Scb warxschiidüchen Berechnung 
nur diejenigen Körperchen, deren Radien zwischen 1,25 X und 0,15 A 
gelegen sind, welche Strecke wir als „kritische Zone" bezeichnen 
wollen. Bei den noch kleineren Teilchen soll wieder die Schwerkraft 
flberwiegen, aodala auch sie elliptische baw. pambolisi^e oad hyper- 
bolische Bahnen um die Sonne beschreiben mfiisten. 

Zerfallt also ein Plsnetoid in einen Haiifian von KSipeichen jeder 
ChrdJse, dann wird sich im weiteren Yerlaaf ein Komet mit jfKopf nnd 
„Schweif bilden müssen. Alle Teilchen, deren GhroJse oberhalb and 
anterlinlb der JcriHschen Zone gelegen ist, werden in den verst hiedensten 
K^elschnitten ihren Weg um die Sonne t()rt8(>t/en, und von ihnen werden 
nur diejenigen die ursprüngliche Bahn Leibelialten, deren Radius gröfser 
als 1 cm ist. Diese bilden den „Kopf" des Kometen. Alle Teilchen 
dajjegen, deren Radien iniierlialh der „kritischen Zone" liegen, werden 
aus dem Verbände ausgestofseu und solange von der Sonne fort^t tru ijen, 
bis sie durch irgendwelche Uiuständo so klein geworden sind, dais 
auch für sie wieder die Schwerkrait überwiegt. Ihiim verwandelt sich 
audh bei ihnen wieder die Abstofinnig in eine Anziehung, und sie eilen 
in Eegelschnitfckurven der Soune zu. 

Ob der Strahlon^drack auch eine Bolle gespielt hat bei der 
Bildung der leuchtenden Nachtwolken, welche man nach dem Aas- 
bruch des Erakatoa 1886 in enormen Hohen beobadliten konnte? 
Auch sie sind jedenfalls von solch winzigen, an Staubkei-nen konden- 
stevten Wasserb'öpfrlien gebildet gewesen. Die herrlichen Dämmerung^ 
erscheinungen, welclie durch die Krakatoaataubwolken in der NShe 
unserer Erdoberfläche daiuals herroigemfen wurden, lassen ebenfidls 
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anf die Eleinheit diewr Fkitikelclieii Ton der CtidJee der Wellenlaiige 
Bchlidsen. 

Audi dürfte aus dieser Ätherdmcktheorie hervorgehen, dals die 
Sonne zww ihre kleinsten Partikelchen, z. B. kondensierte Dampf- und 
Gasteilchen, weit von sich fortzuschleudern Termag, dais aber gleich- 
wohl diese schliefslich wipder zu ihr zurückkehren \v*'rfl»>n, wenn sie 
eine gpwisse Klt'inh*nt überschritten habeii. Nor diejenigen Körperchrü, 
deren 'iröfse innerhalb der „kritischen Zone'* liegen, und welche diese 
(irölse beim Passieren der Souiienatmosjjhäre auch beii)elmlten, werden 
dauernd abgecttoi'äen und eilen in den unendlichen WeUeuraum hinein. 

Denken wir uns nun einen am Himmel auftretenden Kometen 
dnreh Zet&U eines l^rpem entstanden, bo wird er den oben geachilderben 
Proaefs toxi neuem durehmaehen, sobald er der Sonne nahe genug 
kommt Infolge 6iBt Sonnennabe wird notwendig dureb die enorme 
Stnblnng der Sonne ein Zerfall der Eometenteilcben eintreten, und es 
wird eine Strenimg hezw. Schweifbildong in dem geschilderten Sinne 
stattfinden. Thatsächlicb beobachtet man auch, dafs sich der Kometen- 
schweif bei Annäherung an die Sonne oft ins Ungeheure ycrlängert^ 
wobei ghnch/.eitig seine üelligkeit bedeutend zunimmt So konnte der 
Komet von 1882 selbst am hellen Tage gesehen werden, bis stein Kopf 
in der Sonnenscheibe verschwunden war! Findet aber in der Sonnen- 
nähe ein derartiger Zerfall in Teilchen der verschiedensten Grrd'se statt, 
dann ist auch ciiif notwendige F'olge, (hifs der Schweif von der Sonne 
abgewettet sein mula. Je weiter sich der Komet von d.er Sonne ent- 
fexnt, nm so geringer wird die Einwirkung der Strahlung, bis ttber- 
haupt kein Zerfidl mehr eintritt Gleichaeitig wddien die Bahnw der 
Teischiedenen Teilchen immw mehr von dnander ab, und die Folge 
daTon is^ dais schlielslich nur noch die den Kopf bildenden grSlseren 
Stücke beisammen bleiben. Bei meliz&clier Wiederholung dieses Zer- 
fidlproaessei^ denen die periodisch wiederkehrenden Kometen natürlicher- 
weise unterwoiÜBU sind, mu& somit eine Aufl^su]^; des Kometen in 
einen Stemschnuppennng eintreten. 

Es ist jetzt nur noch die Frage zn diskutieren, ob in den be- 
obachteten Kometen Körperchen von der Dimension der Wellenlänge 
und darunter vorkommen. Diese Frage ist zu bejahen, da man allen 
Anlafs liat. anzunehmen, dafs der bewegliche oder gleiclisani ^.Hüchtige" 
Teil der Kometen aus Kohlemvusserstofj'en besteht, die sich in Form 
feinster Kügelchen an kosmischen Staubpartikelchcn als Kondensations- 
kerne niederschlagen. Dnreh Zeraetsnng der Kohlenwasserstoffe werd«i 
diese Kttgelchen sumal in der Sonnennihe yerdampfen und sieh ver- 
Ueinem; die ausgestofseoen Dämpfe der hSher siedenden Kohlenwasser* 
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Stoffe werden sich wieder k<mdeiuiereD, erentneU reinen Kohlenitoff 
oder Rais abscheiden^^ cmd so dürfte sidi die Schweifbilditngy die 
Schweifrichtung und die Schweifreittngening bei Ani^emng an die 

Sonne leicht erklären. Nur ein Widerspruch bliebe noch sa lösen. 
Während nämlich Bredichin sns der Form der gestrecktesten Kometen- 
schweife auf eine Abstofsung schliefsen zu müssen glaabt, welche die 
Schworkraft um das ISfache übertrifft, ergiebt die Schwarzschildsche 
Berechnung für das Verhältnis beider Kräfte bestenfalls die Zahl 10. 
Dabei ist aber zn bodonken, dafs das spezifische Gewirlit der Kohlcn- 
wasserstüii'e nur beträgt, und d^ifs ferner die boiarkoustaut« nach 
Langlej gleich 3, nach Angström sogar gleich 4 zn setzen ist, wälirend 
sie bei der Berechnung von kichwarzschild nur gleich 2,5 angeuummen 
war. Auch dürft» du Sonnwrtralüimg im freien Äther an Intensität 
diejenige in dar Nahe der Erdoberflidie noch ttberireffen. Ans alledem 
glanbe anch ich, <fo/& die ZwrÜdtf&mung der €m den Komelm fteoftocftfefe» 
Äbstofamffdürie^ auf den JDrudt der &mnensirMuii^ m JBiemdb der 
MogHdikeU Hegi, tmd dc^ die Kmelenffieifne wn Lebedew md 
Arrhenius ernsler Beaditmg wert isk <Forti. ftlgt) 

Chsriotienbnrg, im Juni 1902; 
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Jae^nes Hadamtrd. Ia Bdito da Tay lor et mn prolongenunt «iup 
lytlqae. Fteis a Nand 1901. TTH und 100 8. 8<*. 

Das Prinzip Aiialytisi hen Fortsot/iing einer Poteureihe mit ge- 
ppbencn Koeffizienten war durch Weiers trafs und Meray zwar volUfornmen 
definiert und in seinei' griiudlegenden Bedeutung für die Funkiionenichre 
seither allgemem anerkannt worden; im Grande genommen ist man aber 
Jahrzehnte lang über jene Definition selbst nicht hinausgekommen: es fehlte 
durchau«: an analytisdu u Hülfsinitteln, um diesolljc für die weitere Aus- 
bildung der aligemeinen Funktionenlchre ausreichend nutzbar zu machen. 
Herrn Hadamard gebührt das Verdienst, durch Jieino 1892 publizierte 
Abhandlung: Esaai aur Väude des foneHon» äotmieB par locr devebjppeuKtii 
de T(iijlor^) dem fraglichen Probleme in aufserst erfolgreicher Weise näher 
getreten zu sein und zu weiteren üntomichfingpn in dieser Richtiin<F an- 
geregt zu haben. £r hat sich neuerdings der dankenswerten Mühe unter- 
zogen, die inzwischen mSditig angewachsene Litterator fiber den firagUcben 
Gegenstand zu sichten und die bisher gewonnenen Ergebnisse samt den 
Methoden, weklic /u ihnen fjefülu^ haltfii, in tibersiclitlicher und anschau- 
licher Weise zusammenzufassen. Bei dem allgemeinen und aktuellen inter- 
eese, welche diese H.8die Sdirilt zweifellos beiospraobsn darf, mag die 
folgende, von einigen kritischen Bemerkungen (in Form von Fnfsnotcn) be- 
gleitete, gedi-nnpto Darstellung ilircs wpsfntliehcii Inhalts manchem Leser 
dieser Zeitsohrit't vielleicht nicht unwillkoninien erscheinen. 

I. ^) Von dem Begriü'e der hoi&tnorphctt i^^nach Cauchys Terminologie: 
«IfneMiMAac), d. h. woMd^mierten nnd im komplexen 8inne diffiarenäerbuwn 
Funktion f(x) ausgehend, gelangt Herr H. vermittelst der Cauchyschen 
Darstellung von /*(x) durch ein Randintegral zur Taylorschen Reihe und 
hiermit zum Begriffe der analytischen Funktion im Weiers trafs sehen 
Sinne.*) 



1) Journ. dp ni.atli [i) S fl8!>2\ p. tOI 186. 

2) Die Nuuiuiern I hin X de» Textes ent^iprochen den zehn Kapiteln des 
H.echen Buche«. 

3) Unter den SinguiarHäienf deren eine analutig^ Funktion fähig ist, führt 
Herr H. auf 8. 9 aueb Bolehe an, welche in rinem FUU^enttüdke ÜberaU at>At Ueffea 

(.ydistribue« •< <!a)is iJrtt dirt s sinijHhrri s-'';. Diese AiiHdriirksweise scheint mir nicht 
korrekt: zmn mimU:t.t«u widers|uitlil biv der im allgemeiiicu aocc]»tiorteu Weicr- 
> traf Beben DeHnition der sintfulären Stellen einer analytischen Funktion als 
Oreuzslellen fl< s Stetigkcitebereiohs (Math. Werke II, p. 7H\ SinguUire FUichen- 
stucke können daher sehr wohl für einen uriütmelisüieti Aufdruck, nidit aber für 
eine afM^MNAc Funktion voibanden sein: hier ersdieincn ledi^di die Onng- 
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IT. Wird sodann eine Taylorsche Reihe ^ (a; | a) ^ ~ 

mit endlichem Konv(tgenzkreise G als Funldiomdemäd zur Definition von 
fix) za Grande gelegt, so entsteht snnSehst die Hauptfrage: Bedtst f{x) 

tfberhaapt eine analytische Fortseiztmg und, wenn dies der Fall ist, trre hat 
man eine Stf-llf ß inn(>rbalb C zu wiihlon, damit % [t | a^ß") mit Sicherheit 
eine solche lielert^ Da aber die Möglichkeit, mit Hülfe einer solchen 
„abgdeiieUmf Beilie $ (a; | «, f) den Kreis C m. Ilberackreiteni einzig und 

allein da?on a3)hängt, ob ^ (a; | «) in der Verlängerung der Linie «(} auf C 
eine singuläre Stelle besitzt, und andererseits die Borcc)iniuig und Diskussion 
von fix) mit Hülff einer Reihe von der Form % ix \ a,ß), zumal bei 
weiterer Fortsetzung des fraglichen Verfahrens, auf unüberwindliche Kom- 
plikationen führt, so resultieren ans der obigen Frage sofort die folgenden zwei: 

1) Wie bestinunt man aus dem Bildungsgesetze, genauer gesagt, aus 
gewissen Qrenzeigenschaflen der Koeffizienten a,„ die auf C gelegenen und 
eventuell auch die sonstigen singulären Stellen von f (a;)? 

2) Welche analytischen Hülfsmittel stehen aufser dem angedeuteten 
,^bleitungsprogess4'* zur YerfQgung, am f(x) aufserlmlb C m definieren 
hetw. m beredmeu? 

Die Beantwortung der Frage 1), welche natorgesAb deijenigen Ton 2) 

voran/ugeben hat, bietet aolserordentlicihe Schwierigkeiten, wenn man be- 
züglich der Auswahl dpr fi,„ vollste Allgemeinheit walten liifst. Andererseits 
gewinnt man nur Resultate vcrhältnismälsig speziellen Gharaktei-s, wenn 
man die Om in der Weise einsoliifbild, dafs nur besondere, rdatiT einfache 
Singnlaritilten auf C 'am. Voradiein kommen. Ein befriedigender Mittelweg 
zmschen den vorsehiedenen, ans diesen beiden Gesichtspunkten entspringenden 
Methoden i>it bisher noch nicht gefunden worden. 

III. r>ie zur Heantwortiing der Frage 1) zunächst ertorderliehe Fest- 
stellung des wahren Kouvergeiuradius R von ^^^a«x"* liefert der bekannte 
Cauchysche Satz, wonach allgemein: 

(1) B-ti^\r^\-'') 

und ^»eridl: 

"« I 



(2) B^Um 

Mai «B 



«teilen als tiHguläre, wShraid f(x) im Tiutam fibeifiirapt mmM eseuHert. Fdr den 

Ausdnifk ,,nirf' sivgiilirre^'' wilre diiher zwecVninfrtigrr die sonst übliche (auch von 
Herrn H. auf p. ö ala gleichbedeutend gebraucht«^ Beseichnung „espace iacunairtf* 
zu snbetitoieren. 

1^ Herr H. bedient sich rur Bezeichnung des oberen Limes („limite superieure 
pour m infini") der von mir eingeführten Schreibweise : lim «m. Wenn aber auf 

p. 16, FttAnote 8) gesagt wird, dafs in anderen Untersuchungen limum dasjenige 
SU bedeuten ham», was wir ab o&er« Grenze der «m sn beseieltnen pflegen, so 

wUl mir dieser Vma iuirserst unzReekiiirifdg erscheinen. Ich denke, man sollte 
das Zfichf)i lim durchiius ftlr einen wirklichen Limes = Grenzwert. Ifnufungsstelle 
rcservipron und insbesondere alles vermeiden, waa zu einer Konfii8ion der defi- 
müonsmäl'ng streng ^schiodenen (cf. £ncyklopildie I, p. 72) Begriffe: oberer lämes 
und obere Orense beitragen kOnnie. 
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Rezensionen. 



falls dieser letzte Grenzwert existiert. Existiert überdies auch lim 



80 ist Xq allfmal 



*m-|-l 



0» 



oÄiH' sitifjKh'ire Bfellc (Fabry), aber kt'incstrcf/s (wie ein 
Hlterpr, von Herrn Lecornu falsch lormuiiti-ter und unzulänglich bewiesener 

Satz besagt) die einsige auf C gelegene (Beispiel: ^ {x) — - - + lg (1 -\-x)). 

1 — SC 

Ebensowenig braucht^ w«ui die ekuige singidftre BteUe von C ist, 



lim 



*m + l 



sa esBtienii (ßaAm tod H«damard: Kap. Vll, 2). 



Ein zweiter Fall, in wddiem die KoefBxieiiten unmittelbar die 
Eziatenz einer bestimmten eingnlSren Stelle, nämlicli x — Ii, erkennen lassen, 
ergiebt sich , wenn die Om com mindesten fKr m «lo durchweg reeU and 

^ 0 sind.') 

Zur Aufstellung eines aUgemeinen Kriteriums dafür, ob eine bestimmte, 
auf C gelegene Stelle für ^ eine ngutäre bezw. stngidän 

sei — wobei ohne wesentliche Bt^schrUnkung der Allgemeinheit ülemal 
Ii 1 und zim&c;hst auch Xq = 1 angenommen werden kann ■ — diont 
sodann die Bemerkung, dafs das eine oder andere der Fall iht, je nach- 
dem bei positivem ^ < 1 der Konvergenzradtns von $ (x | /?) , d. b. 
— ! -S*/ i" " h' 

lim y /•<"'> (ß) 1 > (1 — |3) bezw. =. (1 — ^) ausfallt. Die hieraus für 
die unendliche Reihe 

(8) i^^-H«!" "^'^ ' ~ 



entspringende, schwer diskutable Bedingung läTst sich durch Ausscheidung 
der ft\r den fraglichen Grenzwert als unwesentlich sich erweisenden Teime 

in die entsprechende fBr: 



m - j- f i 

2' 



(wo p endlich) 



icaDsformieran und ftlr die eventaelle TVwtsteUtmg des Hngidärm Gharakten 
von « «- 1 bezw. (mit HiÜfe der Substitution von ß • cf"' für ß) von j* = c*"* 

verwerten (Hadamard). Eino Wfitcif Vcrcinfarbiinp dos fragliclien Aus- 
druckes gewinnt Herr Fabry durch Aufsuchung des J/'/x/wa/- Terms [v • ß" "* 
und Division mit diesem letzteren. Indem er sodann /.unächst die Frage 
in den Vordergrund stellt: «Wann ist der Punkt « — 1 ein reg/ulärer^ ge- 
langt er durch Benutzung des Umstandes, dafs ein regulärer Punkt auf C 
niemals isoliert auftrt'tcn kann, sondern stets die Existenz eines aus lauter 
regulären Punkten bestehenden C-Bogens erfordert, zu einem allgemeinen 



1) Die hieranf bezfigliche Zitatnummor (84) auf p. 20 wäre richtiger durch 
(26) zu ersetzen: in (84) wird lediglich der von mir in (ätt) bewiesene, übtigens 
zueifst wob) von Herrn Yivanti in (iS7) ohne Beweis benützto Satas auf FionVtio&ett 
zweier Variablen übertragen. 

8) (v)m bedeutet den von Herrn H. mit bezeicbneten Binoaüal-Koeffi- 

(y — X) . . . (y 1) 



zieaten: 



1-2 
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ThMrenii welehei dann in nUraioheii FUlca irkennen iSltt, ob der PanUiji;— 1 
b«iw. »uch X = ein sinffuUlrtt ist Dm Bxistenz solcher regulärer Bögen 
erweist andererseits Herr Leau, indem er vermittelst des Ausdruckes (3) 
von der Begulahtät einer unbegrenzten Folge von Potenzreihea auf diejenige 
elxiAr in beflümmter Weise daraus zasammeiiigeBetsien Potenzreihe flcÜieJjrt, 
und gewinnt auf diese Weise aufser verschiedenen, schon von Herrn U. 
anf anderem Wege (& VU) beviesf^nen Sfttien das bemerkenswerte Resultat^ 

daCsi Poienxnihen von der Form y 9 • aF^^ ^ g (m) • a" (wo 9 (<) 

regolfir fOr t^O« ^(t) eine gattH^ beztlglich ihres Unendlichwerdens für 
|<| vOO nn <TMwisse Bpsclirfailrnngen goknüptte Funküon) auf dem Einheitfi- 
kreis auSSc/iUi j.slich die singulüre Stelle 1 besitzen. 

Ein vorteilhafteres Kriteriuiu zur Beurteilung des regulären bczw. 
lingnlSren Verhaltens von $ i<'>)*=i y das ans (S) resnltttreode, nimlieh 
ein solches, das von vornherein nur eine endliche Ansahl von üm enthält, 
ergit'bt sich durch geeignete Substitution einer neuen Veränderlichen für Xf 

ttM 

insbesondere mit Hülfe der bekannten Eulerschen Transformation M: x = — , — 

(Fabry, E. Liudelöf). Diese Methode gestattet, einen grofsen Teil der 
zuvor erwähnten Besultate merklich einfachar abzuleiten und in mehrfacher 

Hinsicht zu erweitem. 

IV. Auf die Existenz von Potenzreihen, füi* welche jede Steile des 
Konvergenzkrnses eine ritiguläre ist, und die somit libeihanpt keine ana- 
lytische FortsetmiDg besitzen, 'fhirde man euersi-) aufmerksam durch das 
Verhalten gewisser Modulfimktiimen und sodann durch den von Weierstrafs 



1) Ich selbst habe in einer vom November 1897 datierten Arbeit (MuXk. 

Ann. .')0 JlH'jsj, p. I'jh) zuerst uuf den Nutzen dieser Trant-feniuition für die Theorie 
der analjtiticLicn FortMüt^ung uufmerksam gemacht uud dieuelbe a. a. O. für eiu 
spezielles Problem der vorliegenden Art verwertet. An dem AbflcblniBe der dort 
jinsdriicklich anj^ekiuidif^'ten , liereits vor länjjerer Zeit begonnenen aUgcraeineren 
UutürHUchangeu wurde ich leider dumab liiin Ii meine Mitarbeit an der l']neyklo- 
p&die der Math. Wiss. verhindert: im Jahre IS'.tH erHeliienen <hinn bereit.-* die voll- 
kommen ffleicbe Ziele verfolgenden Arbeiten der Herren Fabrjr und Liudelöf, 
welche vl&g nnabldbaaig von mir, und, wie es «obeint, auch von einander, anf die 
Benutzung des nämlichen Grundgedankens verfaHen \varen. 

2) DiefiCr, wie mir Hcbeint, von Herrn H. nicht genügend hervorgehobene 
(vielmehr durch die gleichzeitige Erwähnung der viel neueren ^tHeUOH» fuchfienne^ 
einigermafben verdunkelte) Thatbestand encbeint mir darum von besonderem 
Interesse, weil er ein überaus lehrreiches Beispiel dafür bietet, wie gewisse ein- 
fache, ja RO zu sa^en stdhKtverständliche niatheniatinche Wahrheiten zuweilen auf 
unsserMt knni]>liziert*'n l'niwe<rou entdeckt werden wind Auch lialte ich es nicht 

für ^'anz korrekt, weiui Herr H. jenen Modiilfnnktionen die Keihc^^^/'" ■ x' aU 

erst^'i ileispiel gegenüberstellt, an wtkiiem die Nicht-Fortsetzbarkeit duckt aun 
den Eigenschaften der Potenznifir erkannt worden sei. Auch hier beruhte diese 
Erkenntnis auf einem /unilchbt gaoc andere und «war weaentlicb aekwier^ere 
Ziele verfolgeaden Umwege, dem Kaehweise 4er Mole» Ntekt-D^erennerbaHteit 



der trigonomOritdun Beihe >; coa Q (Wo i e r s t r a f s , Math. Werlte II, 



p. s Berl. Berichte 1880, 741), wSbrend das IQr die Erledigung' der tior- 



liegenden Frage aosreicbende nnd tjfnscbe Veriialten der Jplemreihe a^a*". 





wODM^ gleichseitig mit 1 aneb aUeEinbeitswutsefai derFotma^'"«»» 1 1, 2, 3,. . .) 
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Ijemerkt^n Umstand, da^ der reellp Theil von ^ oTx für x = e'' bei ge- 
eigneter Jbiinschränkung von o, b nirgends nach i differenzierbar ist Die 
im Amehliuw himiii yon verscIiiedeneB Autoren au^g;eAmdenen allgemamereiii 
Typen meht-düferaisiOTbarer trigonometrischer Reihen (Darboux, Cellerterf 

Lorch*)), sowio von PotonzroiLen, dtTou AliSülutwerlf in der X;ihe jeder 
ritellt! von C unbegrenzt wachsen (Lerch), liefern analog geaH<it<< Heispiele, 

denen andererseits solche gegenüberstehen, die, wie ( | a ] < 1: 

Fredholm), auf 6' durchweg noeh Derivirte jeder Ordnung besitzen. Sind 
hiermit gewissermai'äeu die beideu äuTsersten Möglichkeiteu de» fraglichen 
Verhalteiu be«äehn«b, so seigt eine genauere Überlegung, dAfa die Nidi^ 
FnrUebibarMt geradezu als lieffel, die FotiseiebarJceii als sparidler Fall an- 
ntsehen ist (Pringshoim*), Borel, Fabrj). Als ein allgemeines Kriterium 

für die Nicht- Fortaetabarkeit der Reihe fhm^" findet Herr Fabry die 

Bedingmig lim (pm+i — Cm) oo, nachdem snvor schon Herr Hadamard 

" c — e 
die engere Bedingung: Ilm ' * ^ > 0 angegeben und Harr Borel 

diese letztere zu der folgenden erweitert hatte: lim — — >0. Es 

tinguläre Stellen nein müssen, erst später bemerkt wurde. Eine entsprechend 
mooifiutirte, analogu Eigenschaft ist ja acUielslich auch für die tou Weieretrafs 
sunBebet mit Hälfe der TrantfimiialMndheone (Werke H, p. IH) als nicht-fait- 

Mtsbar erkannte Hödnlfimktion (0 | ^£1 1 + 2 gans dwdet naobweisbar 

1 

(cf. M«ray, Bullet, des .sc math (2) 12 fl8H8|, p. 248). 

1) Hier fehlt der Name Hiiii, «iesseu wichtige (die weaentlichen, viel später 
von Herrn Lerch angegebenen Typen «eben enthaltende) Arbeit: Su alcitne fumioni 
che in tutto uh intervaJlo non Hanno nuti derivata (Ann. di matem. (2) S [1877]. 
ji. 121 ; v> rgl. auch : Fondamenti | IHTh ], 1 l'.i l'Jit im Litteraturnachweise hinter , I S) 
2U zitieren gewesen wilre. Auch sollte wohl die unter Nr. (67; zitierte Arbeit 
hinter (26) eingeschoben werden. 

a) Der eigentliche <5niii<lgedanke meines Beweises für den fraglichen Satz 
acheint mir nicht gum. exakt wiedergegeben zu «>ein Da ich die nämliche, nicht 
ganz zutreffende Darstellung auch bei Herrn Borel .Man. y»r le/t series divergenteSp 
1899, 1» 51»! gefunden habe, so sei e?» mir gestattet, etwas utlher hierauf ei nzug eben. 

Nach Herrn H.uud H. soll mein He weis etwa folf^endermafaen lauten : lat f (,r) —^^a^x'^ 

willkürlich vorgelegt, ko kann man allemal setzen: f{X) ^ tf [.r) -\- (f(x) — ^( j)), wo 
(fix) irgend eine nidU-forlsetgbare Potenzreihe bedeutet. JSoll alao f{x) fortsetzhur 
Hi-in, so müssen die Singularitäten von <p ix) und [ffr) — qp{j")) aich in hinreichendem 
Mui'se kompensieren, was nicht zu erwarten steht, wcmi f\x) wirklich willkürlich 
gedacht -wild. — In Wahrheit sehlieüM ich aber, -wie mir •cheint, weit prägnanter 

folgendemaGien: Ibn kann auf nnendUch viele Arten aus fi»)^^^«^^ eine 

nidk«-/brtN«rAiMvBeibe ^n^^ a;''"A«roi«fe6e»ti«tdaiin^(«)-=^a^ «*"* 

die Reihe der tWrigbleibendei^Term»^ ao kann /"(a*) = «p i f v u ) otlVnljar nur 
fortsetzbar sein, wenn die a , a so ineinatuler greifen, dal« tlit- Singularitäten 

von 9 («) und « («) sieh binlängUch kompensieren, was doch offenbar nor möglich 
ist« wenn swisohen den a„ , a„ , also scbliefslich i&r die Gesamtheit der a„ 

seAr spesMIe JKetofMHieN besteben. 
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giebi ab«r auch Mhr attgem^e Typen moht-fortaetatbarer Beihan von dar 

Fom ^ (p (m) • x"*, wo die tp (m) durchweg von NuU vendHedm und 7 (t) 
eine analytische Funktion Ton t ist.^) 

Y. Besitzt f{x) =■ ^Om^ ^nf <7 einen eüif^en» ctn/'aditeii iW a, so 
ist alleoukl^: 

(5) Um - « (also: Hm \Yam\ " f^) ' 

Der Satac ist umkehrbar, wenn der Grenzwert (5) so zustande kommt, dafs 
' <f j 1 — a,„ \ < A"', wo A < 0. Besitzt f(x) innerhalb einer gewi^son üm- 
geliuiig von X = 0 nur die (jj + l) einfachen Pole Oj, • • «^ + 1, wo durch- 
weg eventacJl auch mehrere u, xn je einem mehrfachen 
Pole zosanunenfallen dttrfen, so tritt an die Stelle der BelatiOD (6) die 
folgende: 

(6) ii^ |yA^,i•=k•<%*••«t+l|-^ 

ms« 

WO Dm,p eine a« Om* tim+u "*» <^+ip zumnmengeaetite spumetrisclie 

Determinante bedeutet; dabei kann noch lim durch Um enetct werden, wenn 

durchweg | a,, j < ; j j . 

Auch dieses Resultat ist unter geeiguften EiiifJthninknngen umkehrbar 
und kann alsdann zur Charakterisierung der auf C uud, suferu sich in der 
Umgebung von C ftberhanpi nur pakare ünatetigkdten finden, auch der 
OMfaerhaßi C gelegenen Pole dienen. 

Der Fall, dafs f{x) auf C auch andere als polare Unatetigkeiten be- 
sitzt, kann nach einfr im Prinzipe von Darboux herrührenden Methode be- 
handelt werden, bei welcher der Index der niedrigsten, unendlich werdenden 
DeriYimien und die Art ihres ünendHchwerdenB den Ausschlag giebt. üm 

in dieser Richtung möglichst allgemeine B^snltate zu erhalten, erweist es 
sich als zweckmäfsig, die Lionvillfi-Ripmannsehen Derivierten mit be- 
liebigem reellen Index «: D^f{x) und zugleii Ii • ine mit ^'^fir) bezeichnete 
Modifikation derselben einzuttihren. Beide Operationen werden zuulichst 



1) ÜbrigtMiH kann man ilip ExiBt^nz derartiger Ueibeu sehr leicht in foljfender 
Weise erkennen. Bedeutct^^'u^x"' iigond ein«? forttietsbarr Ucilie mit durchweg 
von Null verschiedenen Koeffizienten, so wähle man irgend eine nicht- fortsetzbure 
Reihe vom l"ypu8 >^6„ • a:*"™, wo die i lediglich der Beechränkung unterliegen: 
+ ^» I > ^ r^^- ^ — V Bestimmt man alsdann eine anal^tisehe 
Funktion 9 {t) derart, dafo : 

9 (J»B,) «i^B + *™ Übrigen 9 (»1) =- o^, wenn m 4-1»^ , 

80 iit oXhnbax^jcp {in) • «hie Reihe von der Tcrlangten ArL 
8} Qüt auch £Bz den Fall eines «».fMben Poles. 
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dniK^ gwwine UsUmmte Inkgnäe besw. deren IKiTerentUdqmofie&teii neeh ai 

definiert und etehen todanii sn f (x) =' in der Beiiflliiing! 

1 

(7) f ix) rim'lV^ aj ^^"^ s^sn-^;-^«- 

Ferner wird als Ordnung von f(x) auf C bezw. dem 6-Bogen ^^^i di« 
0&ere GrmMe m der ZaUen « eingeAhrt, für welehe JD^" f{x) endUeh, stetig 
und M^erf^) ist: die letztere Fordenmg eoU liesagen , dab für jedes «: 



<J (/«iiMtiie<«,<»£^,Ati(). 



Zwiächea der (auf den ganzen Kreis C bezüglichen) OrdntmgszaM m 
woA dem Koe£ßzienteD bestellt alsdann die merkwürdige Belation: 

(9) »-1 +iiiii'^ ""-J, 

welche aussagt, da& «lor KonTergens- besw. Divergenx-CSiarakter von^^ jon | 
mit demjenigen ▼osj^m'*'' flbereinstimmt 

Definiwt man schlielUieh noch als Ordnmg von f{x) in emem einselnen, 
(T-Amlife % die Ordnung für einen unendlich kleinen, den Punkt Xg um- 
fassenden Bogen, so stimmt dieselbe mit dem gewöhnlichen Begriffe der 
OrdimnguaiU überein, wenn f{x) für x = so wie {x — x^~'"fp{x) 
umendUeh wird (wo <p{x^ endlich nnd von Null verschieden ist oder 
höchstens logar^hwisth nnendli«^ wird besw. verschwindet). Auch ist dann 
nmgi'ki.'lirt die npsamt-Ordnungsznlil auf C niolits anderes als dip Maximal- 
Ordrmng aller auf C betindlicben siuguläreu Stellen. Diese Uemerkung 
kann dazu dienen, um f{x) für jede reguläre Stelle von C als Grenzwert 
eines gewissen Polynoms (also aadi durch eine nach Polynomen fort^ 
schreitende Reihe) darzustellen , falls cd < 00 ist, sowie anch einen Gieoa- 
aiisdnicV in den n,„ zur Bcreclinung der Singularitäten a von der höchsten 
vorküiTuiiciideii Ordnung X aiuugeben, falls fix) in der Umgebung von a 

die Form besitzt: (x — • (lg (x — u)'/* • ^ {x — a) (wo: ft ^ 0). Der 

Fall, dafs f(x) auf C eine einzige und zwar wesentliche Singularität « be- 
sitzt, kann mit Hülfe der Huler scheu Transformation behandelt werden, 
wenn cf iteUert ist (Le Boy)^, allgemeiner mit Httlfe eines von Heim 

1) Mit difsr-m AiT^dnicke will ich Herrn H.s Bezeichnung „ä 6cart fxni" 
wiedergebeu. Eine uiiugermafscn wörtlichere Übersetzung, wie etwa „mit 6e- 
Kchräukter SckwauJcung" erweist sich als uuzweckm&feig , da dieser letztere Aus- 
druck bereit« eine bestimmte und »war etwa* engere Bedeatong gewoonen bat 
(cf. Encyklopädie II, p. 40). Jede Funktion mU besdiräntter SdiHmutuing iit swar 
auch „rt ^cttrt /»«»", das Umgekehrte tu lieint aber zum mindesten nicht nttchg» icUm ii. 

8) Die übrigen Uatersuchungeu dieses Kapitels stammen durchweg von Herrn 
Hadanard. 



\ 
I 
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Appell berrOhrenden Satzes, auch wenn « eine HäufimgsstdU von außer- 
halb C gelegenen Bingularit&ten ist. 

VT. Auf die vorstehenden, der Bestimmung der singulärni SMhn ge- 
widmeten Untersuchungen folgen nun solche über die Hcrätellung der 
mui^flis^m Forfaetguiifff nnd swnr znnftdirt anlmtlpfend «n den Frobenius- 
sdien Sats: 

ac S 

(10) rtl) = lün5a««^-liii '^-^ 

nnd die durch Iteration sich ergebenden analogen Sätze TOn Hoelder, ab 

erste Beispiolf für die legitime Yei'wertung einer divergenten Reihe zur 
Berechnung von fix). Eine direkte Verallgemeinerung der betreffenden 
Greuzprozesse bietet Borels „limile ytfieraiiset" : 

JC 

(11) f («) - lim 2 ^-»«'" • (*;,w— • • +*m*n 

wo a reell aud positiv, 9 (a) =^^' ^ w.«'" «iii^e yatue Funktion (gewüiuiiicii 

0 

q> (c) = e") und die hierauf gegründete Tlieorie der ,^'iummkrharcn diver- 
gmien Reihen". Eine andere Metbode (Stieltjes, Pade) besteht in der 
Umformung von "^^{jc) in einen Keitetibrudt oder ein bestimmles Integral 
(Stieltjes). Als weittragendste Methode erweist eich aber die I^wie- 
formation von $(x) in eine nach Poljftiomen fortsehimteode Bdhe. BSn 
fiir reelle stetige Funktionen von Weierstraf s bewiesenes Theorem ge- 
stattet nämlich die folgende Verallgemeinerung: „Jedes in einem beliebig 
gestalteten Bereiehe holomorphe f{x) libt sidi daselbst durch eine Reihe 
von IV%NO«MH (Appell, Hilbert, Painleve) oder auch von ratumtUm 
Funktionen (Runge) daretellen." Die wirkliche Herstellung solcher Poljnom- 
entwickeUmgen unter der Voraussetzung, dais f(^x) lediglich durch ein 

Funktionselement OmX'" (bezw. (x ~ Xq)"'^ definiert ist, wird so- 

dann durch ein Fundamental -Theorem von Miitag-Leffler geliefert, 
nftmlich: 



» mr 



(12) /•(*) yi'^ 



wobei als Geltungsbereich ein sogenannter Utern erscheint, d. h. das gesamte 
Ebenengebiet, welches naoh Anssoheidong geradliniger von allen singnUlren 
Fiinkten u in ätx Biditimg Oa nach 00 gesogener Sdmitte La Hbrig bleibt; 
die y!*> smd nnmeiisohe^ TOn dm. ow nnabhlngige Eonstanten, welche andi 
a priori gewShlt werden können. 

Den zunächst ziemlich komplizierten Mittag-Lefflerschen Beweis 
haben (zum Teil ohne nähere Kenntnis desselben) die Herren Painleve, 

1) Allgemeiner kann man för die X« auch irgendwelche andere von den tt 
ins UneniUuBhe sieh enteeokende Entven substituieren, deren Punkte aue den^ 
jenigen dner von der Stelle 1 ans ins Unendliche gezogenen Hmterkiirve (ohne 
Doppelpunkt) durch Multiplikation mit a enietehen (Lean). 
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Leftu und Bor^l wesentiidi Teremikchi Letsterar gAt Ton d«r BMnerkimg 
Mu, dftb auf Grund d«r Gauebysehen Sdatiooen: 



(13) n*) - "T^iir' ^~mJ^ 

m m 

die Anfitellung der £ntwidcelmig (12) lediglich von der entsprechenden für 
1 

abhlngt Hat man nlmlieh eine soldio geinndeni etwa: 

(14) — yi!' • («w 1 4»*+ • ) 

0 Ü 

(was auf Tinpndlicb viele Arten, ■/. 11 mit Hüfp (\r>r oben erwähaten Sätz© 
von Ituuge, Paiuleve uud Hilbert erzielt wertitso kann), so folgt: 

(15) * ^ i _ NT "jj! „(H 

ß 



woraus dann durch Multiplikation mit f{z)-dz and Integration flher irgend 
eine die Stelle i umschliefsende, aber keinen der Strahlen L schueidi üde 

Km-ye mit Berücksichtigung von unniittelhar die Formel {Ii) her- 

Toxgehi 

Obsclion das fragliche Theorem für die BerechnuMg der ainguISren 
Punkte zuiiiichst keinen Anhalt bietet, so liefert dasselbe, zumal im Anschlufs 
an die (^miteinander sehr verwandten) Beweismethoden von Mittag-Leffler 
und Leau immerhin geeignete Hüftmittel, um die frfiher erwihnten Methoden 
snr Auffindung von au/serhalb C gelegenen Singularitäten merUich zu er* 
weiten.') So ergiebt sich z 13. auf diesem Wege, dale die in (HE) er^ 

wllmten BeilMii:^^^^^^ '^i^9 (»)•«" ^aufinnlem aucfa;^ ^* ^ ' 

im Endliehen*) «Mot^ nur die singolSre Stelle « ^ 1 beaitien (Leau). 

vn. Niidit selten lassen noh Eigenschaften einar Poteuxreihe 

/(«)>= ^Om^ aus denjenigea einer anderen, daau in irgendwdoher Besiebmig 

Btdienden; g> (z) a^af* ableiten — viee wna\ z. B. wenn gesetsst wird: 
9 l^"«:h Verallgemeinerung der zur Defi- 



1) D. h. wenn die Linie 0« den geometriiehen Ort der i^-Pttshte (also Mililieb- 
lich die Kurve (Ti nicht sclineidet. 

2) Ein an das obige Theorem iLirekt anschliei'aeudeB Kriterium zur Feststellung^ 
der aat' irgend einem Strahle (0, oo) dem Nullpiukte iiäcbHtgclegonen Singularität 
hat neuerdings Herr Mittag-Leffler angegeben: C. iL 1»8 (IS. Aogiui 1901), 
p. 867. 

3j Bei Herrn H., p. t;3, heifflt es, in diesem Zusamiuenha:i;u'e wohl nicht ganz 
korrekt: tout k plan". Übrigens wfirc hier auch noch bezüglich der etwa 

vorhandenen vemMedeMn Zweige tod f{x) eine der Fnfimole 1) auf p. 69 analoge 

Bemerkung zu machen. Beispiel: ^iw— y— Ig^ fOr ««»0. 
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nitiüD der letzteren Symbole dienlichen integrale gelangt iicrr H. zu der 
Festaetramg; 

(16) 9(«)— fy(ß)' A'*) ^ ^ 8chli«feli4sh (0 f^ dt^ 

0 «0 

und sodann zu dem folgenden Satze: t^Qc) besitzt in der ganzen Ebene 
hiy^hsiens^) die Singularitilton vou /" (x)", — der u. a. auch vrir^pnirn die 
in (111) und ^Vl) erwähnten Leauschen Resultate und andere ähnlich ge- 
artete liefert (Le Boj). 

Das von Poincftr^ fOr dk Th6<me der gönn» Fnnktioiiea mit Erftdg 
Tenrendete Integral: 

(17) J^e-' ' F(tx) ' dt (Fix) eine ganze Punktion) 



stellt, soweit es konvergiert, eine anftljüsche Funktion von x dar and 
liefert für die spezielle Wahl 

(18) F{x)''^^^a^al^ 

0 



^wegeo:^ Te ' • — ml^ die Beäehiing: 

(19) f(x)^j€-*'F{ix)^di (wo:rt«)=^fl«x«), 

d. b. f (s) ist mit Hfilfe der „assogiierten" Funktion F(x) durch ein be- 
stimmtes Integral ausgedrückt (Borel), welches übrigens nur eine andere 

Form des Gienzaiudracks (11) zur ,ßummiermg der dUtergeHtmJSeilio^am^ 
darstellt*) und im allgemeinen einen über C hinausreichenden polygonalen 
Konvergenzbezirk P besitzt: jenes Integral giebt dann in P die analytische 
Fortsetzung von f(x) und liefert auch gewisse Kriterien zur Berechnung 
aingiiltrar SteUen. Andere IntegnIdarsteUuageB dieeer Art efaid Toa Borel, 
SerTant. Deeaint £Br eoabge Zwecke verwertet worden, den aUgememsten 

Typvas j F(f) 'i^(^t)''dt bat Bat Pineherle anefUirlich «ntemiohL 

Auf Integraldarstellungen von Potemreihea bemhen andi die enten 
Beweiw der Iblgendaii beiden Sitse: 
„Ist 

und beieiclinet maa mit «i, ßft die singulären Stellm von f(x), F{x\ so 
bat 9(x) JUldMflM die srngolirea Stellea nßft (Hadamard); Die Natnr 

1) Auch hier güt das am Schlasse der voru^ Fuüsnote Gleeagte. 

S) Dies hfttte vielleieht p. 67 ausdrfioUien herroigdiobea werden sollen. 
Yergl im übrigen Borel, JtMun. de nwth. (5) 8 (18M}, p. 10». Ami. de l'Eeole 
norm. (8) 16 p. 66. 
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diMer Singularitäten «xßf, (einschliefslicb des Verscbwindetui Cuier solelien 
Singiihrität) hängt in bestimmter Weise von derjenigen der ß^^ ab^ 

(Borel). 

und bezeielniet man mit a^, die singtilären Stellen von /*(•*"), ^'(•p), so 
hat (x) höchstens die aingnlkren Stellen «u + ßft* (Hurwits, Pincherle, 
Deir Agnola). 

Dmöh wiederh9lfte Antrmdnng des ersten dieser beiden Sitse ergiebt 
sich ein entsprechender Satz fftr Heiken von der Form a'^ • nnd soduin 

wo P ein Polynom Grades. Mit Hilfe des Gren?- 

überganges /> — cc gelangt« dann Herr Leau noch zu gewissen Erweite- 
nrngen der in (m) und (VI) «n^Umten BesoltAte. 

Vin. Fabt man die ümfbmungen, welche bidier sur Untenodiung 

Knderlichea, Dexiyation mit beliebigem laden, Einittlirung von Integrationa- 
proiessen) in du Sobema insumnen: 

(20) 9(«)--4(r(»)), 

wo A eine der angefDbrtsii Operatianea bedentet, so genügen diese letsteren 
dnreliweg dem ^fiatrOnOi^me* Oeaetxe: 

(21) A{f^{x) + f,{x)) = A{f,{x)) + A{f^{x)) 

und küuuen darnach als spe^iulle Fälle der durch diese Funktiunalgleichung 
cbarakterisierten allgemeinen Klasse von OperatiooMi anfgefiftftt werden, wekbe 
von Pincberle als distributive Operadonerij von Bourlet als additive (bei H. 
Urware) TVansmutatumen bezeichnet und ausführlich studiert wordon sind.') 
Herr Pincherle gelangte auf diesem Wege u.a. zu sehr einfachen Be- 
weisen d«r am Schlüsse von (VII) angeführten SStse von Hadamard und 
Hnrwitz (letztere mit Anfhebang der von Kerru Kurwitz ursprünglich 
gemachten Einschränkung, dals die ßf, lauter einfache Pole sein solltoii).') 
Es werde nun femer mit die zu A inverse Op(>ration bezeichnet 
nnd angenommen, dafs dieselbe ein eindeutiges Resultat giäbt, also: 

(23) A-^ (g.- [X ) =- f\x). 

Denlft man sich in Gleichung' (2U) für /' allt' Funktionen einos ge- 
wissen Jb'ufiktionsbereiuhes') S eingesetzt (z. B. alle Potenzreihe n «m^» 

1) Dabei ist hier immer von „analjtiscben*' Trausmotationen die Rede, d. h. 

uolchen, bei denen A (fx), eoweit dieser iüosdrack flberbaopt einen Simi "m^ alle- 
mal eine attahjttsche Funktion vorstellt. 

2j Kiue elementare Darstellung dieser Beweise findet man bei G. Yivanti, 
Teoria deUe fumioni analitiche (Milane, 1901), p. 860, 360. 

3) Fflr die ffenauere Grundleg:unjf der auf p. 76 von Herrn H. eingeführten Be- 
griffe „cspace fimctionud" und ..chtoiips fonctionnel" wilre wohl noch auf Pincherle, 
Bul concetto di piano in uno spazio ad infinite dimeneioni (Bend. Accad. Bologn., 
SO. Jan. 18M) hiunweisen gewesen. 
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deren KonTergenzradios eine gewisse ZaU B übersteigt), so entspricht ein 
gewisser Bereich 8* von Funktionen ip. lat dann 8* gua, in 8 entiuUn 

und kleiner als S, so besitzt für solche <py welche dem Bereich (S — S') 
angehören, die Gleichung (20) hine dem Bereiche S angehOrige Lö??ung f. 
DieBe (von Herrn Pincherle als Degenereszenz der betreffenden Trans- 
mutation bezeichnete) EventnaliiSt gestattet dann in dem als Beispiel an- 
gefUuteii Falle deo folgenden SdiluOi: die aotwendigen und hinreiehenden 
Bedingungen daftir, dafs cp dem Btreiclie 5" angehört, sind auch notwendig 
und hinreichend dafür, dafs f einen Konvergenzradius > JJ besitzt. Sub- 
stituiert man also in (22) solche 9p, welche mdU dem Bereiche S' an- 
gehören, 90 Mnaen auch nur solche f mm Vorsdieiii kommeiii welehe «mcM 
dem Bereiche S angehören, d. h. Potfliureihen , deren Eonvefgttucredius 
5>/i; und es lassen sich imter Umstanden über diese letzteren noch spe- 
adellere Aussagen macheu , falls man die <p gerade dem Bereiche (S — S') 
eDtnimint Durch geeignete Speasiafisieniiig üw Operation A VSM «idi s. B. 
aus der Gesamtheit der für | x | > i2 konvergierendeii Potenzreihen das 
vollständige Fys'trm derjenigen konstruieren, welche auf dem KreiBe 
[ X \ ^ E bestimmteu Singulari^tencharakter besitzen. 

IX. Ist lim ll^o^,, I 00, so divergiei-t ^ cua^ für jedes von Null 

verschiedene x, definiert also zunächst überhaupt keine bestinniite Funktion. 
Die Frage, wie noan eine solche Beihe nichtsdestoweniger für die JJefinition. 
einer analytiBdien Funktion v e r we r te n kann, gewinnt lediglich dadureh eine 
Bedeutung, dafs Reihen dieser Art durch rein formale Entwioketung wohl 
definierter arithmetischer Ausdrücke (z. B. bestimmter Integrale) zum Vor- 
schein kommen oder, ebenfalls rein fonual, gewissen Differentialgleichungen 
genüge leisten. Der letztere Umstand f&hrt zunächst zur Enetzung der 
divergenten Potenneihe duroh einen kourecgniten Kettsnhmcli^) (Laguerre; 
vezgl. auc h (V I): Padi)^ Das analoge Yer&hren hat Stielt j es auf Beihen 

der Form ^ (-" ly'Cm * df~* {Cm nsU und positiv) angewendet und neben 

der Kettenibmohdarstellung eine solche von der Fenn / — angegeben, 

0 

wo ij; («) durch das unendliche Otleichrmgmjst&m: ^ • ^ (m) • du «— 



(m _ 0, 1, 2, . . .) definiert ist Henr Borel hat das fragUohe Problem 
dahin fonnuliert, f(x} so lU bestimmen, dafs lim /*(«) <^ a^, lim (x) ^miom 

(m «1, 8, S, . . sofern x auf einen gewissra Winkel mit dem Beheitel 0 
hesehittnkt wird. Durch leine Uethode der Snmmation divergenter Beihen 

findet er eine LQsnng in der Fem (c£ Gkiohung (19)): (x) ^J*^'' ^('') 

wenn wiederum F{x) = jr^maf die su^ aasonierte Funktion 
bedeutet; es giebt dann aber noch nnendHdL viele andere Losungen, z. B. 



1) DieHe Methode findet sich schon Euler: cf. Enejklopftdie I, p. HO, 

Fufsnote 2U. 
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f(x)^fi(x)-{-C'€ 9. Kwch die Entwickelung nach Polynomen ist fiir 
die Losung der vorliegenden I^ruge vemertet worden (Borel).') 

Ein anderes hioHber gehöriges Problem, lUbnUcb: »Wm Iftbt lidi der 
Weierstrafssche Begriff der analytischen Fortsetzung in der Weise cr- 

weitern, <^^^'^ auch für analyti';r>hp Funktionen, die jetzt als /;»cZrf-fortsetzhar 
erscheinen, eine Fortsetzung eituit uiig detinirt werden kann?^^ — hut noch 
kein« irgwidinB iMfidedigamde IiBning gefunden. Auch die Übertragung der 
in I — Vm behandelten Fragen nnd Methoden auf Seihen, die nach (mderm 

Funktionen, als ganzen Potenzen fortschreiten (Darhoux, Rervant), sowie 
rmf Potenzreiheu mit mchrcnn Veriinderlieheu (Lemaire, Painleve, Bier- 
muim, Lerch) ist über bescheidene Autllnge noch nicht hinausgekommen. 

X. Eine Anwendung haben zunächst dieMittag-Leffler sehen Foiynom- 
entwickelungen bei dar Iitegnttion Ton Differentialgleichungen der Dynamik 

gefunden (Volterra). Da ferner jeder Pol von F{x)~^ eine NuJlstelle von 
so können die Hadam ardschen Resultate von Kap. V unmittelbar 
zur Berechnung der ^^nllstellen gan/.er rationaler oder transzendenter 
FanktUmeu dienen, im letsteren Falle, fallt die Ansabl der a, unendlich ist, 
anch zur Auffindung von Relationen zwischen dem Wachs tum der | a, \ und 
dem asynipfofischcn Yorhaltcn der TTeihenkoefGzienten (Hadamar d). Der- 
artige asymptotische Wertbestiramungen ergeben sich auch für die Kopftizienteii 
nicftt beständig konvergierender Poten^i-eihen aus der Natur der auf C ge- 
legenen singnlkrai SteUen. Die Bj^terieo fttr die moht-Forteetsbaikeit yon 
Potenzreihen lassen sich unmittelbar in solche umsetzen, welche aussagen, 
ob eine trigmomdrüclic Reihe eine analytiscJie Funktion definiert oder nicht 
(wobei auch im leüterm Falle die unbeschränkte Differenzierbarkcit vor- 
band«! sein kann). Daran« UM st«h u. a. encUieTsen, daXii gewiaie partielle 
Differentialgleichungen mit analffHscbm EoefBsienten lediglieb nkMotkäjfliH^ 
Lösungen zulassen ( B o r e 1 ). 

Eine Ergänzung der hier mitgeteilten, im wesentlichen auf Grene- 
Eigenschaften cter Beiben-Eoef&zi«iten beruhenden Untersuchungen bieten 
diejioiigen, bei wdchen deren arUkmäische ITatur in den Tordergrond. tritt: 
dahin gehört vor allem der von Eisenstein ausgesprochene, von Heine*^ 
l)o\viesenfl Satz über die Koeffizienten einer welche Wurzel einer 

algebraischen Gleichung ist, und dessen von Tscheby scheff ausgesprochene 
(aber, wie es adieiat, nirgends bewieeene) Erweiterung*), die «m analoges 
Kriterium dafllr giebt, daTs '^(x) aus einer endlichen Anzahl von algebrai- 
schen Funktionen, Exponential- Funktionen und Logarithmen zusammen- 
gesetzt ist; femer «ine Anzahl ähnlicher äätze über die Integrale gewisser 
Differeatial*01eichungen (F. Gomes Teixeira, Hnrwitz, Pinoberle). 
Ss verdient bemerkt zu werden, dafs ein Satz von dem eben angedeuteten 
Charakter, nämlich über die arithmedsdu Beschatlenheit der Koeffizienten 
von Fotenzreihen, welche meromorpite Funktionen darstellen bezw. ruchi d&r- 



1) Hier steht auf p. 86, Zeile 3 von unten das unverständliche Zitat (86). 

2) TT'pr v,-;ir« Tiut^r (05) r'.Tii^er Heines Arbeit im If). Rande des Joum. f. 
Math, vor ainu. auch diejenige im 18. Bande (1Ü64;, p. ütiT — 275 utieren; 
femer: Herrn itc, Proceed. of the Lond. Math. Soc. VH (1875), p. 173. 

8} Eine auf den Fall gewisser spezieller transcendenter Gleichungen bezüg- 
liche Brweiteruug giebt Heine, Haodb. der Eugelf., 2. AufL, I (1878), p. 62, 



Digitized by Google 



BeMitiimeii. 



295 



stellen können, ganz direkt aus einem ^«^r in V erwAhnten Hadamard- 
schen SäUe hergeleitet werden kann (BoreiJ. 

In einem Sohlufewort kommt Herr H. zu folgendem Reaultat: Das 
Problem der malyHschm Fortsetzung erscheint durob Mitiag-Lefflers 
Thporera im wesentlichen gelöst; dasjenige der Bustimmung der SinguUnri- 
täten nur für eine immerhin ansehnliche Reihe besonderer Fälle, in denen 
ddi di» BesuUate ganz verschiedenartiger Methoden begegnen. Als beson- 
dm wksame Hilfsmittel halieii aich die Yerallgemeiiiemiig des Gnmwert- 
Begriffes und die Einführung der Transmutationen erwiesen. Die Hanpt^ 
Schwierigkeit fiir weitere Untersuchungen besteht in einer geeigneten 
Umgrenzung des in seiner vollen Allgemeinheit kaum zugänglichen Problems: 
in dieser Biiuieht wäre es eehon ab ein bemerkenswerter Fortschritt anzu- 
sehen, wenn es gelinge, den Fall der Nidit-F«rtsetzbarkeit von Za^O* 
du!( h Formoliemiig geeigneter Bediogimgem Ton Tomherein definitiT aus- 
zuscheiden. 

I 

Soviel über den Inhalt der vorliegenden Schrift. Die Gruppierung 
des weüversweigten Stoffes ist vortrefflidi, die Darstellung flbexall klar and 

durchsichtig. Besondere ErwUhnung verdient das anfieroidMiClich reich- 
haltige, sorgfältig geordnete Li+fpraturverzeichnis. 

Die von mir gegen einige Einzelheiten gemachten Einwendungen 
erseheinni relativ geringfügig and sind keinesfalls dasn angefhan, die Vor- 
iflge des interessanten und lebireichen Bncihes in nennenswerter Weise su 
ntittdem. 

Der Vollständigkeit halber will ich schlieÜBlich noch einige Druckfehler 
anmerken, die mir bei der Lekttbre aufgefallen sind: Auf p. 19, Zeile 3 
von unten lies: ^jgtremier^'' statt ,^econd^\ dagegen Zeile 7 von unten: „MOMid^ 
statt yyj^etmei*^. — Auf p. 27 Gl. (22) ist rechts der Faktor (- l)«" hinau- 
zufagen. — Auf p. 28, Fuüsn. (1), Zeile 3 lies: /.(w!) statt /.(!). — 
Auf p. 34 ist nicht ersichtlich, worauf die Fufsnote (l) sich bezieht — 
kvt I». 42, Zsüe 8, 9, desgL Faftnote (1), Zeile 8 lies: „d« ee ntmirf^ 
statt „du mm^o precedenf^x femer Zeile 12 des Textes: „iVb. .2" statt 
„No. I". — Auf p. 8t, Zeüe 15 lies: Xi statt desgl. Zeile 17: A„, o 
statt Im,^' — Auf p. 96, Zeile 10 von unten lies: ,4u rest^ statt 
n^for» ed*. — Aof p. 99, I^ll)nlote, Zeile S, lies: „dt. Z, No. statt: 
^ X, Jfo. t*» — M Inbaltsverseicbnis'von Kap. IT. fehlt Nr. 8. 

München, Hirz 1903. Alhusd pBOfOSHEt». 



E. Borel. Le9ona rar las add«* dfvwgsntea. Paris 1901, Ganthier- 

VUlars. VT + 189 S. 8» 

Die Theorie der divergenten Reihen mncht eigenartige Waiuilungen 
durch. Während in dem „naiven" Zeitalter der höheren Aualysis, den Zeiten 
von Leibnis, Bernonlli, Enler a. a. mit den onendlidien Beihen wie 
mit endlichen Gebüden operiert wurde, trat in dem „kritischen" Zeitalter, 
vor allem infolge der Arbeiten von Abel und Cauchy eine starke Reaktion 
ein. Die Beihen wurden in konvergente und divergente Reihen unterschieden 
ond der Schwerpunkt auf die konvergenten Beihen gelegt, wlhrend die 
divergenten sich nur bei wenigen Gelegenheiten, wie in der Theorie der 
Gammafanktionen und in einem gewissen Teile der theoretischen Physik als 
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nützlich und anwendbar zeigten. Hierin ist nan in den ]tttzt«n Zeiten eine 
Wandlung eingetreten. Dnrch die Arbelten der Herren Poincare und 
Stieltjes, denen sich bald solche von Herrn Borel u.a. anschlössen, ist 
die Auijuerksamkeit der Mathematiker neuerdiogs in erhöhtem Maise den 
Oebüden dar diTttgenten Rdhen zugewandt woidaii. Ss hat sicli durch 
diese Arbeiten gezeigt, dafs die divergenten Reihen in nützlicher Weise für 
die Theorie gewisser Differentialgleichungen, sowie für die gesamte Pimktionen- 
theorie verwandt werden köimen, dafs sie Berechnungen zulassen, die bei 
aadeoren Theoiün mf BehvifiriglEeifeai stofiBen. Es ist der Zweek und dw 
Aufgabe des vorliegenden Wariies, den Leser über den Stand der heutigen 
Erkenntnis auf diesetn ebenso wichtigen wie interessanten Gebiete zu orien- 
tieren und zu gleicher Zeit die Bichtimg anzugeben, in weicher die £nt- 
nif^lni^ dieser Theorie fortschreitet. Teüweise g«ht di« Werk tiber den 
skizaderten Rahmen hinaus. Die letzten Betrachtungen, die sich auf die 
Mittag - Lefflerscben Entwickelnngen bezieben, geboren nur teilweise in 
das Gebiet der divergenten Reihen, werden aber gewiÜB von vielen Lesem 
mit besonderer l^Veude begrüfst werden. 

Das iahaltmeha Bucih ist elegant und frisch geschrieben und viid ridier 
dam beitragen, das Intareese fftr diese nanen Theorien in writere Kreise 
zu tragen. 

Gewissermafsen als Programm stellt liorr Borel in einer längeren 
Mstorisch-phUoeophischen Einleitimg folgenden Sats auf: 

Emtr jeden divergetUm Beäte soU eine Größe so Bttgeordnet werden, 
dafs die Substitution dersdben an Stelle der Reihe hei den gewöhnlichen Retk^ 
nungen stets oder fast immer exakte Resultate euUifst. Zwei Operationen 
werden hierbei von vornherein anageschlossen. Erstens darf die Anordnung 
der Gtieder nicht gelndart werden ond sweitoiB darf eine Ansah! auf ein- 
ander folgender Glieder tdofat ttnandKch oft durch ihr« Summe ersetzt werden. 
Die Durcliftthrung dieses Programms erstreckt sich über fünf Kapitel, deren 
Inhalt wenigstens teilweise folgendermafsen charakterisiert werden m5ge. 

Das erste Kapitel behandelt die asymptotischen Reiben und knüpft in 
seinem wesenflicheii Tdle an einige üntetsndningen von Harm Poincar^ 
an. Es sei ein» Funktion J(x) gegeben und die Entwidknliuig: 

+ ^ + 

die auch direirgaat sein kann; dann stallt diese Entwidralung die Fonktioii 
oigiwipMisdl dur, wenn die Difierens 

^(x)-(c.+ | + § + ...^) 

mit wachsendem x von der Ordnung x-* nneodlich klein wird, d. h. 

«-[./(«)- | + ^ + ••• + !:)] 

sich der Null nKhert, oder also J(x) die Form hat: 

j («) - + + + + . 
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Es wird nach dem Vorgänge von Stieltjes gezeigt, wie bei gegebenem J{x) 
dip etwa dfi^n gehörenden Werte von C bestimmt werden können. Bei 
diesen Zuordnungen seigt es sich, dafs ein and derselben Beihe mehrere 
Fnnktioiieii zagvoirdiiei wordfiii kOnoeii, eine Unebenheit, die unter Umetinden 
durch Hinznnahme weiterer Bedingungen für die Funktion J{x) gehoben 
werden kann. Auf diese asymptotischen Reihen w erden die Gnmdoperationen 
der Addition, Multiplikation und Division angewendet und ebenso deren 
Integration nnd Differentiation nntenndit. Dann aber wird im AMwiiinfii an 
Untersnchnngen von Herrn Kneser eine Anwendung auf die aejmptotiscbe 
Danfcellnng der Litegrale der Differentialgleich\mg 

+ ("« + "j + 5 +••>'+('.+ + .!:: 

gegeben, wobei die in dieser Oleichnng auftretenden Reihen für grofse Werte 
von X konvergent sein sollen. Die Koeili^ieiiten werden reell angenommen 
und nnr reelle Werte Ton s m Betratet gezogen. Die Theene dieser Diffe- 
rentialgleiohnngen irird auf Boldie ¥on der Fozm snrflel^efllbrt: 

wobei (p{x) für x = oc gegen Null konvergiert und das integral jcp{x)dx 

X 

einen Sinn hat. Die Untersuchung wird im wesentlichen geometrisch aus- 
geführt und in Bezug auf weitere Anwendungen auf die Arbeiten der Herren 
Kneaer und Horn ▼erwiooen. 

Das sweite Kapitel beschäftigt sich in erster Linie mit Mnigen Unter- 
suchungen von Stiültjos. Derselbe hat die Punktionen von s nntennchti 
welche durch Kettenbrtlche von der Form dargestellt werden: 

1 

+ 1 

wobei die GrSfson a positiv sind. Wenn die Reihe divergent ist, so 

definiert der Kettf'nbnicli eine analytische Funktion, deren singulare Punlcte 
den negativen Teil der reellen Achse ausfüllen. In diesem Umstand liegt 
eine Beschränkung der Anwendbarkeit der Theorie von Stieltjes. Andrer» 
adtB kann der Eettenbmdi in eine unendlidie Beibe entwickelt werden: 

S» 5l J. 

Die Gröfseu r sind positiv und kOnnen, wenn auch in komplizierter Weiee, 
durch die Grüfsen a dargestellt werden, wSlhrend umgekehrt die Berechnung 
der Gröfsen a durch die Gröfsen c eine einfache ist Nun kann es vor- 
kommen, dab die unendliehe Reihe divergent, der Kettenbmeb dagegen kon- 
vergent ist — in diesem Faßt SoU der divergenten lieUic der Wert des 
Kettimbrudis a/< Summe zugeordnet werden. Da das Operieren mit Kotten- 
hrüehen kein einfaches ist, so führt Stieltjes an dessen Stelle ein be- 
slijmnicä integral ein. Dieses bestimiute Integral ergiebt durch Entwickelung 
die nnendliehe Beibe, und nmgekebrt} wenn die divergente Reibe ge- 
geben ist^ kann dae bestimmte Litegral mit HiUe eineB Kettenbmclis gebildet 
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worden. Die hierbdi statfefindendeii Ben^nngen werden sudbihat Im An- 
fldiliilB an die Stieltjes8chen Untemifiliiuigen studiert^ lodun aber verall* 
geiDeinprt und für die Integration von "nifferentialgleichungen verwertet 

Der Schwerpunkt der Untersachungen des dritten Kapitels liegt in den 
folgenden Überlegungen. 

Sei Uq + + + • ■ • eine beliebige Reihe, die Snmme der » + 1 
ersten Glieder, dum l^n wir den Aoedraek m Grunde 



• — la» ri 

Man kann diesen Ausdruck als vcrallgexncinärtd Grenze dur Zahlenreihe 

*o» *i » ■ * * 

ansehen — im Falle der konvergenten Reihen fallt er mit dem gewöhnlichen 
Grenzbegriff zusammen, im anderen Falle ist er neu. Diese Grölse s wird 
durch ein mmüttelbor sufiEuatelleodes beatimmiefl Integnd tnsgedrOckt Hat 
dueelbe einen Wert, so nennt Herr Borel die licihc + «i + Wf + • • * 
summierhar ^ = ihren Wert, ihre Summe. Ähnlich wie in der gewöhnlichen 
Beihentheohe werden zwei Arten von summierbaren Reihen unterschieden, 
die absolut summierbaren und die nidkt ältsahii aummiorbaren. Die ünter- 
gitdumg besdirBnkt adi auf die «rate Kategorie, fBr welche die einfiuiwten 
Bechenoperationen abgeloitet wfrden. 

Herr Borel wendet siuh sodann zu Keihen von der Form: 

bei denen also noch eine variable Gröfse z enthalten ist. Er beweist als 
fundamentalen Lehrsatz den folgenden: Man nehme an, dafs die Reihe ab- 
solut summierbar sei für einen Funkt M mit den Koordinaten ^ dann 
ist sie absolut snnuniflslHar Ar die Punkte 

es stellt ferner ihre Summe eine analytische Funktion dar, welche keinen 
singnlären Punkt im Kreise hat^ der über Oif als Durchmesser beschrieben 
ist (0 der NnUponki) Im AnidUnTs an dieeen Sats werden ilmlich wie 
bei den vorigen speziellen Btthen die Operationen anseinBadergesetit, die 
man mit derartigen Reihen vomohmen kann, and dann einige Anwendnugen 
auf die Dijfferentialgleichiuigen gegeben. 

Das vierte nnd fünfte Kapitel besdilftigen rieh mit emer tundamentaleii 
Frage der Fonktionentheorie. Weierstrafs hat die Definition der analyti- 
schen Funktion gegeben und zwar auf Grund der Poten/.reihe. Diese De- 
tinition. sowie die Dar-^-^llung der Funktionen in einzelnen Punkten der 
Ebene ist theoretiäch cmwandirei, praktisch dagegen wenig anwendbar, da 
die Fortsetsnngen der Potenireihmi zu groDien Schwierigkeiten fOhrsn. ffier 
treten nun die Theorien ein, die in den beiden letzten Kapiteln auseinander- 
gesetzt werden. Zunächst definiert Herr Borel in einer von der fiüheren 
verschiedenen Weise, was unter der Summe einer Potenzreihe, deren Kon- 
vwgennadiiu Ton Null verschieden ist, in einem Ponkte g^g^wn Terstehen 
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ist, wenn aui'serhalb des Eonvergen^be'jdrkes gelegen ist. Es soU das 
nämlich der Wert sew, dm die entsprechende analytische Funktion in diesem 
PiuiMe anmmmt, und swar Betet Herr Borel als Weg im allgemeinen den 
geradlinigen von 0 bis Zq voraus. Die Hauptfrage ist dann, in welchen 
Punkten die Reihen absohit suraraierbar sind, so zwar, dafs die beiden ge- 
gebenen SummendeEnitionen zusammenfallen. Herr Borel findet für die 
entspredtendem Punkte das Innere resp^ die Begrenanng eines eigenartig 
begrensten Polygons, welches jedenfalls den Eonvergenzbezirk in jedem lucllt 
singulären Ptmktp überschreitet. In diesem Polygon kann dann die Summe 
der Potenzreihe nach den Methoden des vorigen Paragraphen berechnet 
werden, ein BMnltat, auf dessen Wichtigkeit kaom anfinerksam gemacht 
SU werden braucht. 

Da das Innere des Polygons bl.sweilen den Konvergenzbo/.irk nicht viel 
überschreitet, so verallgemeinort Herr Borel sein Vorfahren und kommt 
dadurch zui' SuinmaÜou der Taylor sehen Reihe iu einem viel ausgedehutereu 
Bereiche — txa Verftliren, wdches freilich, wie Herr Borel selbst bemerkt, 
in einigen Punkten bei der praktischen DnrchfOhrung zu Schwierigkeiten ftthrt. 

Anwendungen auf die Bestimmung der singulären Punkte einer vor- 
gelegten Potenzreihe beschliefseu das inhaltreiche Kapitel, und zwar kiiüpfen 
diese Anwendungen an Arbeiten der Herren A. Pringsheim, Le Roy und 
Leau an. 

Tn völlig anderer Wei.se behandelt Herr Mittag- L effler dasselbe 
Problem. Derselbe denkt sich den Nullpunkt mit allen singulären Punkten 
einer analytischen Funktion durch gerade Linien verbanden und schliefst 
die Fortsettm^f defselben bis in die Unendlichkeit von der Ebene ans. Das 
auf diesem "Wege entstehende geometrische Gebilde nennt er einen Stern 
und zeigt, dafs und wie eine analytische Funktion durch eine unendliche 
Reihe von Polynomen dargestellt werden kann, die im Innern eines jeden 
im limom des Sterns gelegenoi Berdches gleichmftfsig konvergiert Die Eon« 
sfaruktion der Polynome ist eine einfache und durchsichtige und erfordert 
nur die Kenntnis der Differentialquotienten im Nullpunkt. Diese schönen 
Untersuchungen werden zunächst im ftknften Kapitel wiedergegeben, sodann 
aber «elgt Herr Borel im Anschlnfs an Arbeitm der Herren Bnnge, Hilbert 
und Painleve, wie derartige Darstellungen von der Art der Mittag- 
Lefflerschen in imendlicher Fülle gegeben werden können Freilich ist das 
Bildungsgesetz im allgemeinen nicht so durchsichtig wie bei Mittag-Leffler. 

Einige Bemerkungen über die Beziehungen der Mittag-Lefflersdhen 
Entwickelnng sn der ^leorie der divergenten Beihen soblielton das inhaltreiehe 
Werk, dessen Lektflre oifplblilen werden kann. 

Dresden. H. Ks&usb. 



Fr. Autoiiheimer, Elementarbuch der IMfPerential- tmd Integral- 
rechnung mit zahlrcifhen Anwendungen aus der Analjsis, Geometrie, 
Mechanik und Physik; für höhere Lehranstalten und den Selbstunterricht. 
FOnfte vnrbesserte Auflage, beaibeitet von Alfred Donadt. Leipzig 
1901 , Bemh. Friedr. Voigt. X + 602 S. 8°. 
Die Eigentümlicbkelt des Lehrbuchs von A ut e nh ei iiier liegt erstens 

in der grolsea Menge aosf&hrlich dorcbgereclmeter Aufgaben au£ den ver- 
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Bezeosionon. 



Bdüedeiurten Gebieten, insbesondere aneh aus der annlytischen ond teehnisctheiii 

Mpchanik, Physik \ind fleodiisie; sodann wird in dem Buche ein eigentüm- 
liches Okonomieprinzip befolgt, das man aiirh vom rein wissenschaftlichen 
Standpunkt nur sympathisch ansehen kann. Der Verfasser stellt den 
Gnmdsabt auf, jede mnselne An^be mit dem geringst möglieheii Auf- 
wände an theoretischen Hilfsmitteln zu ISaen und dem Leser bei jeder vor- 
getm^enen Leluctt sobald vie möglich ni SMgeOf WM mit ihr geleistet 
werden kann. 

Hieraus «rgiebt sidt eine ungewöhnlidie Anordnung des Stoffes, die 
neuerdings in Werken vun iUmlicher Tendenz nachgeahmt worden ist Nach den 
ersten Elementen der Differentialrechnung und der Keihenthcorie, bei denen 
über erste Ableitungen nicht hinausgegangen wird, folgt sofort eine gröfsore 
Sammlung wohl gewählter Maximums- und Minimumsaufgaben; femer die 
flbliehtti EonstmlttioneB von Tangenten n. dgL Sodann wird mm Begriff 
des Integrals und zu den einfachsten Integrationen übergegangen, und hi^ 
zeigt sich schon, dsfs mit den erworbenen theoretischen Hülfsmitteln eine 
Menge der interessantesten Aufgaben behandelt werden kann. Die nun 
folgoiden Abschnitte bilden den wertvollen Kern des Werlns} sie handeln 
von der Rektifikation und Quadntnr ebener Kurven, TOn der Eubatur undKom- 
planiitlon der Rotationsflälchen, von der Bestimmung der Schwerpunkte und 
Trägheitsmomente, von verschiedenen djnamiscben Aufgaben, insbesondere dem 
freien Fall mit und ohne Widerstand, von derBeilammnng der Arbmtsleistungen 
durch Integration, von yerBchiedenen Beibnngwiseheinnngen, endlich von 
hydromechanischon Aufgaben tmd Bestimmungen von Potential und Attraktiim. 
Jetzt erst wendet sich der Verfasser zum zweiten Teil der DifferentialrerhmiTig, 
den höhereu Ablüituugou, den Taylurschen Ii«iheu nebst verschiedenartigen 
Anwendungen, eodlieh zu einem iweitem Teil der Ihtegnirebhnuag, in wekhem 
die Integration rationaler Mche und einfiMho I)lffereiitialgleicbui^(8& be- 
handelt werden. 

Die Anordnung und Behandlung der Aufgaben zeugt von Autenheimers 
grobem pädagogischem OesoMok; cüui Budi bietet durchweg eine hSohst an- 
regende Lektfire, nicht n\u- fOr den Aufibager, sondern auch fär den Mathe- 
matiker, der die praktische Tragweite der Infinitesimalrechnung einmal 
überschauen will. Der Herr Herausgeber der fünften Auflage hat die Auf- 
gaben kontrolliert und vermehrt. 

Die Mihwadie Seite des urtpiflii^idien Werke» von Autenheimer war 
die Darstellung der allgemeinen Begriffe, ohne welche nun einmal ein ver- 
ständnisvolles Operieren mit den Symbolen der Infinitesimalrechnung unmf5gHoh 
ist In dieser Beziehung hat der Herr Herausgeber das Buch, was mit 
Dank anzuerkennen ist, bedeutend Terbessert l^nronsuheben ist die Uare 
und strenge, dabei doch auf das Nötigste beschrilnkte Theorie der Reihen, 
die sorgfältige Ableitung des Differentials des Logarithmus, die Restbe- 
stimmungen bei der Taylorseben Beihe, der strenge Beweis für die Ver- 
taiBMdibarknt der Diffwentiationen bei Funktionen iweier Temblen. Der 
Herr Herausgeber hebt telbet hervor, dass man an manchen Punkten vielleicht 
nncli gTRfsrre Strenge wünschen könnte ; bei solchen Gelegenheiten erhebt 
sieh ja leirlit ein Konflikt mit den Ansprüchen an Verständlichkeit und 
Lesbarkeit des Ii«hrbuch». Ich erlaub« mir auf einige Punkte hinzuweisen, 
die der Yerbeflserung fthig sind, ohne dab man den Kreis der sonst schon 
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in dem Werke gebrauchten Beweismittel zu überschreiten braucht, also ohne 
daA di« YerstlndliddcMt leidet 

Der wichtigste Fehler, der sich nicht nur in den früheren Auflagen des 
Werkes, sondern auch sonst vielfach findet, z. B. in den bekannten Werken 
von Lorentz und Nernst-Schoenflies, ist folgender. Bekanntlich ist die 
Qrundtiiatsaelie der Integralredmnng, dafe mm ans der Gleidrang du^O 
folgern kann u = const. Nun wird aber vermittelst der Differentialrechnung 
nur bewiesen, dafs aus der letzteren (lleichung die erstere folpt; dor S. 90 ge- 
machte Hinweis auf § 15 scheint auf einem Versehen zu beruhen, und leistet 
den für die Integralrechnung nötigen Beweis nicht. Dieser Fehler ist durch die 
fittokaicht auf ^ Ywgttnfflichkeit u. dgl. wolhl kaum sa entediuldigeii; dem 
Leser entgeht entschieden die Einsicht in das Wesen der Integralrechnung, 
wenn hier einfach hinreichende un<l notwendige Bedingung heimlich ver- 
tauscht wird, eine Verwechslung, die doch auch im praktischen Leben zu 
hOehst bedenUieben Konfleqnonaen fEUuen kann. Bekanntlieh wird der 
Beweis des fraglicLen Sataes auf Grund des IfKttehrertsatMfl der DüEnrential- 
rechnung geführt; da dieser vom Herrn Herausgeber an einer andern Stelle 
entwickelt wird, so würde der strenge Beweis nicht mehr als die so wie 
80 sehen gebraadkiea ffilftmittel eriordern. 

Ein weiteres Bedenken erhebt Ach S. 72, da beim Beweis des bino- 
mischen Satzes stillschweigend angenonunen wird, dafs (I -f~ ■^)"' ^^6^3 nach 
Potenzen von x entwickelt werden kann; vielleicht wäre es liier angebracht, 
aui deu später bewiesenen Taylorscheu Üdtz, zu verweisen, i'^erner ist auch 
der Beweis dse Bataes m 8. 71 nnvoUstBndig, da nidit gezeigt ist, dafls 
die erhaltene Reihe wirklich der gesuchte Differentialquotient ist; hier wäre 
freilich die Heilung des Schadens wohl nur dadurch möglich, dafs die ganze 
Beihentheorie erst nach den Elementen der Integralrechnung oder wenigstens 
naeh dem IGttdwertsatB behandelt würde. 

Endlich ein paar Kleinigkeiten. Bei der Erklärung des Daffsrnitial- 
quotienten scheint es mir gut, das verwirrende Synil)nl 0 : 0 zu vermeiden. 
Die Definition des ürenzbegritfs 8. 10 („nähert sich hierbei der Wert der 
Funktion mehr und mehr einer bestimmten, endlichen, konstanten Grofse A, 
ohne diese dem abaoMm Beirage noefc ttbeiachrnten an kSnnen ist 
mit einem von Autenheimer herrührenden Fehler behaftet. — Gegen die 
mehrfach vorkommende Redeweise „DiiTcrentücreu in Hinsicht muis im 
Interesse einer reinen Sprache protestiert werden. 

Ifit diesen Ansstetlnngen soll aber der Wert des Bndlies mid besonders 
das Verdienst des Herrn Herausgebers nicht herabgesetzt werden. Die Aus- 
gleichung zwischen den Ansprüchen der Wiss<»nschaft und des Unterrichts 
besonders solcher Studierenden, welche in erster Linie die Anwendungen 
der Uatiiematik im Auge haben, ist ein noeh nicht gelöstes, schwieriges 
Flrobltm, zu dessen Lösung der Herr Herausgeber einen dankenswerten Bei- 
trag gelf^ipfcf bnf: das Buch von Autrnlioimer wird anch in der neuem 
Gestalt Lehrern und Lernenden willkommen sein. 

Berlin. A. Kn£»ek. 
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E. Heft. Weitere Beitxige rar Theorie der iftimillalieii Xon,- 
flgazeittoiieiii. I. Die linearen Transformationeii der Kleinsdieii Kl 

(60,r, , 30g) nach ihrer geometnscben Bedeutung nebst Anwendnng auf 
rfigelniHlsigc Gebilde des vierdiinensionulen Kaumes. II. Die Kf. 
(^ÖOjj, 725)^) und die ilir zugeburige Gruppe von linearen Trans- 
formationen nebst Übertragung auf die Hypersphtre und Anwendung 
auf die hierdurch bestimmten regehnäfsigen Gebilde des vierdimensiaiiBlen 
Baumes. (Nova acta Leopoldina 75, 482 S. Halle 1899.) 

Als gemeinsame (^nelle der beiden in den vorliegenden Abhandlungen 
untersuchten KS. kauu die bekannte Figur dreier Tetraeder in desmisdter 
Lage gelten. Beide KC enthalten dennisehe Systeme, und dnreh aoldiee 
in ihr enthaltenes System ist die Kleinsrbo Kf. eindeutig, die Hefisehe 
zw' klf^utig bestimmt. Steplianos, welcher die desmische Figur zuerst 
eiugtiiiead studierte, erkannte auch ihren Zusammenbang mit der schon 
Torher von Klein gecnndenen Kf. Bei ihm findet nöh aodli die Hefesche 
S£ snertt, aber nur beiläufig, erwähnt Ihre Herleitung aas dem des- 
miscben Tetraeder^ystem gab Hefs in seiner Arbeit über Perspektive Drei- 
ecke (Math. Ann. 28). Diese sowie die vorliegende Abhandlung sind die 
einzigen, welche sich eingehend mit der in Bede stehenden Kf. befassen; 
dieselbe adiaint also wenig bekannt m sein, wibrend die Litteratur üb«r 
die El ein sehe Kf. einen beträchtlichen Umfimg aufweist. 

Ich will mich deshalb im folgenden vorzugsweise mit der Hefsachen 
Kf. heschäftigen. Das Symbol (60^, 725) charakterisiert sie als eine 
Gruppierung von 60 PtKÜctm, 60 Ebenen und 72 Geraden von der Be^ 
achaffenheit, dafs jeder Pmikt (jede lEXmiit) mit 15 Ebenen (Pufikien), jede 
Geradfi mit 5 Punlien und 5 Ebenen incident ist. Um diese Gnippierung 
deutlicher zu übersehen, empfiehlt es sich, zur Bezeichnung der Kf.- Punkte 
diejenigen (30 Anordnungen von 5 Element-en 1, 2, 3, 4, 5 in der 

sogleich genauer anzugebenden Weise zu verwenden, welche aus einer von 
ihnen, etwa 18845, durch eine gerade Ansahl von Tranapodtionen ab« 
geleitet werden. Die so erhaltenen 60 Anordnungen werden durch die 
alternierende Perrautationsgruppe der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 nur unter 
einander vertauscht Es besteht aber diese Gruppe, abgesehen von der 
Identittt, am: 

1) 16 Operationen («) (kt) (mn) von dw Ordnung 3, 

2) 20 „ WW('«») „ „ „ 8, 
a) 24 „ (iklmn) „ « „5. 

Sind nun die 60 Ponkte der Kf zweckmKfeig durch die 60 Anordnungen 
beaeichnet, so können wir ihre Gruppienmg folgend ermafs<»n beschreiben: 

1) Die lö Punkte, welche aus einem Punkte durch die Permut&tionen 
2. Ortung hervorgehen, liegen in einer Ebene. — 80 wild jedem Punkte 
eine Ebene zugewiesen, und man erhält die 60 Ebenol der Kf. 

'2) und ."M Ist T eine Permutation 3. (5.) Ordnung, so gehen durch 
ihre Wiederholungen r, r*, t' (x, r* x", x*, x*), deren letzte die Identität 
darstellt, aus einem Punkte 3 (5) Punkte hervor, welche auf einer Geraden 

(g<»>) liegen. 

1) Diese Kf. wird im Referat als „Hefsäche'' zitiert. 
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Jedft diflemr drei KigwinnlMiftam genügt» nm die ]EK sn duuRakteriaiereo; 

•HB jeder von ihnen lassen stell also eile Eigenschaften der Rf., insbesondere 
auch sehr leicht die beiden anderen aufgeführten herleiten. Es ^ebt 
200 Geraden (72 Geraden jede ist mit 3 (5) EC-PuiJvten und 
ebensovielen ^.-Ebenen ineident, während dvroh jeden Punkt (in jeder 
Ebene) 10 Oeraden ^^'5 und 6 (Geraden gehen (liegen). — Die 24 Ope- 
rationen 5. Ordnung '-in l nifh* a:Io von derselben Art. Wie nämlich die 
8&mtlichen 120 Anordnungen iklmn in zwei Klassen zerfallen, so kann 
man anoh zwei Klassen von Operationen (^iklmn) unterscheiden. Diese 
beiden Klasien bftben aneb «öne venddedene geometriMhe Bedentmig. Jede 
Gerade <7^^' nUmlich wird durch die 5 Kf.- Punkte auf ihr in ö Primär- 
sirecken (nach Eberhards Terminologie) zerlegt, und es läfst sich nun 
leicht ersehen, dafs durch die Operationen der einen Klasse die Punkte 
auf den Geraden in der Weise «^irlisch Tertaniebt werden, dafli jeder 
Punkt um eine Primili-streeke rttckt, während die Operationen der anderen 
Klasse eine Verschiebung um zwei Primärstrecken bewirken. Welche 
Klasse aber die Verschiebungen der ersten, welche die der zweiten Art 
berroiTaft, kann natfiilidi ans der Beseidinuug nicht a priori abgeleami 
werden, sondern bedarf erst der Festsetzung. 

An=; der unter l) angeführten Zuordnung der Punkte und Ebenen der 
Ki. ist ihr readproker Charakter leicht zu erschlielsen. existiert nun vm 
bestimmtes Polarsystem n, wdcJics jeden Kf.-Punkt mit der ihm sugemesmm 
Nme vertamtM. Die Orämm^fiädie F dieses Paiar^frieme isi MmgMr» 

Von nun an mSge jede Anordnung iklmn der 5 Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 
durch das Symbol ai,finaitai,naf,„ ftrf5etzt worden. Dann knflpft die Be- 
schreibung der Kf. an das Schema der JJrtrrmimtnte 

f'ii «lÄ ^'ii "i6 

fln Am 

«11 **M ^ %4 
^41 ^tf ^4ft 

%t Am Ott ^ 

an, den» 60 poHUve Terme nnnm^ «fie K f.- Punkte bezeichnen. Den 

<?5 Elt^nentm der Determinante entsprechen 25 in der Kf. enthaltene <les- 
tnische Systeme. Die 12 positiven Terme nämlich, welche ein bestimmtes 
Element an enthalten, liefern die Ecken dreier desmischer Tetraeder.') 
Itan erUlt somit 75 Tetraeder, weklie, wie sidi weiter leigt, Poltetraeder 
im System ic sind. — Die oben beapnMshene Pennutationsgruppe stellt sich 
jetzt dar die aUnnUrtmle Gruppe mn Kolonnenpermutaiionen. Als 
völlig gleichberechtigt tritt neben diese die cUternierende Gruppe der ZcUen- 
venmUaHimen. Beide SQsauunen enengen ab ifar direktes Produkt eine 
Orttppe von 60 •60 ^3600 Operationen^ welche sämtlich die positiven 
Determinnntentermo n'ir nntrr einander vertauschen. Die entsprechenden 
Verkutschtmgen der Kf.-Pmkte waden dwrth ebensovieie Ko^ma^onen per- 

1) über die desmiachen Systeme in ihrem Zusammenhang mit der hier ein- 
gefOhrien Beuichnung vgl die Abh. des Bef. „Die Geraden der Ke je scheu Kf.*' 
Aioh. £ M. u. Fb. (8) 1, IM. 
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MtMeUdiif und demgemäfs hat man zunäclist eine Gruppe G von 3600 Eolli- 
neationen, welche die Kf. in sich selbst überführen. Dieselben sind cigml- 
liche (d. h. die Tranaformationsdetermluaute ist positiv); sie lassen die 
Fvmdamentalfiäche F invariant und zwar in der Weise, dalüs jede der beiden 
(imaginlren) Begdflohareii in sieh flbergaht Eb gklit fiamer noch S600 wn- 
eigenüiche Kollineationen, welche die Kf. und T invariant lassen, dabei aber 
die beiden Begelscharen von F mit einander vertauschen. Die zugehörigen 
Permutationen der Kf.- Punkte werden im Schema der Determinante durch 
Yertauschimgeii dar Zeilen mit den Kolonoen angezeigt. Natflilieh k<mimeii 
nur solche Vertauschungen in Betndit, bei denen die bisherigen Zeilen 
(und ebenso Kol'Mincn) in ihrer neuen Stellung eine Reihenfolge aufweisen, 
welche aus uräpiünglichen durch eine gerade Anzahl von Transpositionen 
bsTTOTgehi Ixidem msn oidlidi die 7300 EbUineationeB mit dem Polsr* 
•yatem 9 suaanunensetzt, erhält man ebenao?iele rar Kf. gehörige Kor- 
relationen. Damit sind aber auch alle linearen Txaiuforaiation«n der Kf. 
in sich erschöpft. 

Diejenigen beiden Gruppen von je (iO eigentlichen Kolimeauuneu, 
wekhe dureb bloüM Kotonnen* bes. bloÄe ZwlenpennatationeD anagedrOekt 
werden, sind den beiden Begelsidiaren von F in der Weise koordiniert, dab 
durch die Operationen einer solchen Gruppe immer nur die Elemente der 
einen Begelschar permutiert werden, die der anderen aber sämtlich fest 
bleiben, ^erdnreh tritt der Zusammenhang dieser üntersodhungen mit der 
S^uorie der endlichen Gruppen linearer SubstittUionen einer (komplexen) 
Veränderlichen (bez. projektiver Verwaudtsi haften eines Gebildes erster Stufe 
— in unserem Falle einer Eegelschar — ) und der Theorie der regulären 
Körper in Evidenz; und zwar haben wir hier Ikosaedcrgruppen vor uns. — 
Scnnit wird dnrdi die He fesche Kf. eine FlSehe F vom zweiten Chrade und 
weiterlnii auf jeder ihrer Begelscharen eine Ikosaedergruppe bestinunt. TTm- 
g('!<"hrt gehört aber auch zu jeder Fläche F und zwei auf ihren Regelschareu 
willkürlich angenommenen Ikosaedcrgruppen eine bestimmte HeXsscbe Kf. 

Von den in der Gruppe der KP. enthaltenen Untergruppen hat Hefs 
als besonders wichtig di^enigen hervorgehoben, bei welchen nach der hier 
gewählten Bezeichnung ein negativer Dpfemiinanfinterm invariant bleibt. 
Eine solche Gruppe enth&lt 60 eigentliche und ebensoviele uneigentliche 
Kollineationen, duroh welche 6 bestimmte Punkte des Baumes auf alle 
mOgliohen Arten permuttert werden. Biese 6 Punkte sind den 5 Elementen, 
aus denen sich der Deterrainantenterm zusammensetzt, in bestimmter Weise 
zugeordnet. Man Jiat den 60 negativen Tertnm eni^echend 60 • 5 300 
solche Punkte. Dieselben ergeben sich als die Punkte deijenigen 25 des- 
misdien Systeme, welche su den S6 desmisehen Systonen der lÖ. koigugiert 
(im Sinne von Stephanos) sind. In jedem von ihnen laufen 4 Geraden ^ 
und 6 Ef.-Ebenen zusammen, ein vollständiges Vierkant bildend. 

Ein weiteres Interesse gewinnt die Kf. in ihrer Verbindung mit der 
^i^^HgtAm oder sphäriuken Qwmekie, Die erstere su erhalten, wühlt man 
die imagin&re FlOohe F toat Fmdamentalflächc für die eOqptfsdk« ifo/S^ 
bistimmung, d. Ii. man nennt zwei Gebilde „lofignunt^'' bez. ,,f>^fmmetrisdt**, 
wenn sie durch eine e^entlidt$ bez. unetgentltchCf die Flache F invariant 
lassende KoUineatioa in einandw flbei||eheiL Diese Kollineationen selbst 
heiAen dann BeMgm^ bes. lyrmiiMA^isdhe OjfiraHoHeH. Durch die 60 K£* 
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Sb«iun wird der Banm ia 7800 MmmUartelroeäer sedegt, wddie Bunuielir 

alle kongniont bez. symmeirisch sind. TJiii jeden der oben erwähnten 
300 Punkte liegen 21 Elementartetraeder, durch derrn '/Tisanimentassung- 
ein reguläres Tetraeder entsteht, welches den Punkt zum Zeutrum, zu Ecken 
Kf.-Piitt1cte, m. Ernten PnmSntoeeken «a» G«radeii ^) boeitst IMe 300 so 
entstehenden regul&ren Tetraeder sind kongruent und füllen den ganzen 
Raum genau einmal aus. Ebenso sind die Ecken der erhaltenen Gebietä- 
einteilung regulär und kongruent. £ine andere derartige Gebietseinteilung, 
nUmlich in 60 kongruente regulUtre Dodekaeder^ eriiält man durch Zusammen- 
fassen der um einen jeden Kf.-Punkt herumliegenden 120 Elementartetraeder. 
Atte diese Verhiiltnisso la,sson sich am Schema der Determinante leicht verfolgen. 

Will man st«tt der elliptischen die sphärische Geofndrie zur Betruchtung 
heranziehen, so hat man in einem vierdimensionalen ebenen Baume einen 
drudinenflioiiialen BphliiBdien Baum 8^ (HfipenpMre) annmelmien. Nun 
enthält aber li^ einen ebenen unendlich fernen Baimi von 3 Dimensionen, 
welcher von in einer imaginären zweidimensionalen Flache F zweiten 
Qrades geschnitten wird. Werden aus dem Zentnmi Ü von die Punkte, 
Geraden und Ebenen von J?,"' auf .S'^ projiziert, so ergiebt sich als Ab- 
bildung jedes Punktes ein Gegenpunktepaar, wahrend die Geraden und 
Ebenen von T?^"' auf Hauptkreise und Hauptkugehi liefern. Jede I)rrhung 
von ii>3 um O ruft auf i^,** eine eigentliche Koüineation hervor, welche F 
nng^dert UTst, während die entsprechenden uneigenHidien Kollineationen 
durch Sptegeluntfcn von 8^ an einem äquatorialen ebenen Räume li^ in 
Verbindung mit Drehungen geliefert werden. Wird jetzt in 7?!,*' eine zu F 
geiiörige Hefssche Kf. konstruiert, so giebt ihre IJbei-tragung auf ^Sg < in 
reguläres sphärisches Nets mit der doppelten Aii;&ahi von Punkten, Kauten, 
Tetraedfim iL s. w. Werden sohlieTdich die spliftrischen Kanten nnd Chrensp 
fläcbon durch ebene ersetzt, so ergeben sich zunächst zwei regulüre Polytope 
(d. h. Begrenzungen regulSrcr vierdimensionaler Körper): da-- (>0(i-Z^ ans 
600 Tetraedern und das XUO-Zcü aus 120 Dodekaedern besteiieud. 

Die 600 Ecken des letsieren, velehe den oben eriialtenen 800 Punkten 
entsprechen, zerfallen wie diese in Gmppen zu je 6, die einander paarweise 
aK- Gegongmppen entsprechen. Jede solche Gruppe besteht au.s den Eckfn 
emes regul&ren 5 -Zells. Aber auch die drei übrigen regulären Polytope 
ergeben sich aus der Hefssoben Kf. Werden die drei Tetiaeder eines 
desmisehen Systems oder nur zwei oder endlich nur eines von ihnen auf 8^ 
übertragen, so ergeben sieh im ersten Falle die 21 Ecken des reg. 24-ZellSy im 
aweiten die 16 Ecken des reg. H-Zrlls^ im dritten die 8 Ecken des reg. Ki-ZHls. 

Die drei zuleti^t genaimteu reg. Polytope ergeben sich auuh bei Be- 
trachtung der Kl einschen Ef,, da diese ja desmisiihe Systeme «ithali Zur 
Kleinschen Kf. gehdrt eine Gruppe von 11520 Kollineationen und ebensD- 
vielen Korrelationen, welche aber wie die Kf. seligst (im Gegensatz zur 
Uefsschen) nicht vollständig reell sein kann. Die geometi-ische Deutung 
der einzelnen Operationen und die ünteisuchung dw in ihrer Verbindung 
auftretenden Fischen «weiten uud Komplexe ersten und zweiten Grades 
machen den wesentlichen Tnhalt der einten Abhandlung aus. 

Charlottenburg, d. 21. September 1901. £. Stbimitz. 
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Emst Bndert. üb« ktaime KugelkrilM, Eüte Amramdong von Örafs* 

manns Ausdehnnngfllebre. Duseftation (Leipmg). Leipiig. RG.Teabner. 

19U0. 37 S. 4® 

Dio vorlipgt'ude .Arbeit bildet die i'V^rtsetzuiig einer Programm-Ab- 
liandluug (3. Städt. Realschule zu Leipzig, 1899), in welcher der Verfasser 
gMmgt hat^ wie die Orafsmannsehe Auaddurangslehre die Mittel liefert, um 
für die neometrie der Kugelfläche die Gröfsen- wie die Lagenbeziehongeii 
der Gebilde mit gleicher Leichtigkeit und Einfachheit zur Darstellung zu 
bringen. Unter den verschiedenen Methoden der Ausdehnungslehre würde 
die Pnnlcfapeeluiimg den direktwien Weg m diesem Ziele büde». Aber im 
Interesse einer möglichst compendUlSen elementaren Begründwig der erforder- 
liclien Hauptgesetze und Rechnungsregeln hat der Verfasser nach dem \'or- 
gange Peauos die Streckenrechnuug zu Grunde gelegt, in welcher der nach 
einem Eugelpunkte fÜLhrondc Radius als Vektor zur Darstellung dieses 
Ptuiktes beautit ivird. Es kennen dann die erfoEderliohem Redmungsgesetm 
aus einfachen geometrischen Beziehungen entwickelt werden, wähi-end bei 
Grafs mann umgekehrt diese Gesetze begründet und nachher auf die geome- 
trischen Gebilde angewendet werden. 

Wftbrend die SStce der BpbKriscben Ttigonomelaie den SeUnb d«r 
enten Abhandlung bildeten, behandelt der Verfasser in den zwei Abschnitten 
der vorliegenden Arljt it den Kreis auf der Kugel nnd seine Be/iehTingen 
zu anderen Kreisen, sowie zu den Dreiecken. Ais „kleiner Kugelkreis^ 
oder „Nebenikrais" (P, (f) wird jeder Kreit auf der Kngel beseichnet, wobei q 

^<-^^ den Bogenabstand jedes Kreispunktes (X) von dem sphärischen 

Mittelpunkte bedeutet. Da aber P und X gleichzeitig die Vektoren 
dieser Ponldie dantellen, so ISefert die Qrafemannsdie Definition des inneren 

Produkts xweier Strecken sofort die Gleichung des Heises in der Form: 
P X^cosp. An die Rtelle der Sekanten und Tangenten der ebenen ('"'o- 
metrie treten hier schneidende und berOhrende Haaptkreise. In entsprechender 
Weise findet die Übertragung zaUrdeher anderer Begriffe der ebenen Erda- 
geometrie statt, u. a. der Potenzen, Orthogonalkreise, Kreis- und Polaxnetie, 
Ahnlichkeitspunkte und -Tilnien, Centralen, K reisgebü.srhe, Kreisbi'iscliel Ii, S. w. 
— Der zweite Abschnitt behandelt in gleicher Weise die den sjihiirischen 
Dreiecken ein- und uiiiheschiieboueu Kreise. — Überall wird der Fortschritt 
der in einfacben Formeln sich volbdehenden Beehnong, in der die imiwe 
Multiplikation naturgemäCs die Hai i Ii He spielt, unmittelbar von den geo- 
metrischen Resultaten begleitet, tmd so kommt ein ühprsichtlicher Aufbau 
der sphärischen Kreisgeometrie zu Stande, dem sich für den Leser die ge- 
wohnte Fonn der ebenen Ereisgeometrie von selbst orientieraid und zum 
Vergleich auffordernd nir Seite stellt. — Auch die verwandten Arbeiten 
anderer Porsdu r ans Ulterer und neuerer Zeit werden berücksichtigt, und 
einzelnOf z. B. bei Gudermann und Steiner vorkommende Unrichtigkeiten 
verbessert 

Hagen i. W. Y. SoHLBonii. 
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1. Aufgaben und Lehrsatze. Lösnngen. 

1. Aufgaben und Lehrsätze. 

55. Erwünscht sind möglichst einfache Beweist' der folgenden Sttts^. 

£iae ebene Kvirve ^, welche die Punkte A und B verbindet, umschliefse 
mit der geraden Strecke AB wo. Gebiet % und sei so besehaffen, da& jede 
von zweien ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf 
der CJrenze des Gebiets ® verläuft, üieselhe Resihaffenheit habe eine zweilc, 
die Punkte A und B verbindende ebene Kurve} verlftnft dieselbe ganz im 
Gebiet Q$, so ist sie kürzer als & 

Eine ObeiftUdie 0 weide dnroh eine ebene gesehlosseoe Knire be- 
grenzt, and umschliefso mit der innerhalb der Kurve £ liegenden ebenen 
Flflche das Gebiet 3t; sie sei ferner so beschaffen, dafs jede von zweien 
ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf der Grenze 
des Gebiets 9t TerlHoft Dieselbe Besehaffenheit habe eine sweite, durah 
die Kurve $it begrenzte Oberfläche; verläuft dieselbe gani im Inneni des 
Gebiets ?R, so hat sie lileinereu Flacheninhalt als 'J^. 

Diese Sätze besagen im wesentlichen dasselbe wie die Postulate 2, 3 
in Vetbindung mit den Definitionen 3, 4 im enten Buche der Schriit von 
Archimedes über Engel imd C^]inder. (Opera ed. He&berg Bd. I, 8. 7, 9.) 

Berlin. A.EiiBaiB. 



56« üm einen bequemen Eingang in die Theorie der algebraischen 
Kurven vom Oeschledite 1 zu gewinnen, wähle man in einer ebenen Kurve 
3. Ordnung (ohne Doppelpunkt) einen Punkt A und ziehe in ihm die 
Taugeute, welche die Kurve n<M^ in B schneiden möge; ebenso liefere die 
Tangente in B den dritten Punkt C. Wird nnn du Dreiei^ ABC tXs 
Fundamentaldreieck homogener Koordinaten .r, //, e angesehen, so soll die 
Knrvengleichung aiifgestelU und daraus flirfkt bewiesen werden, dals die 
Kurve in der Form dai-gestcllt werden kaun: 

Dt Äff' (m) ff (tt — t>), 

y — — ») ff (u + »), 

» — ytf («) ff (i» + f) *(« — 2 v)» 

wobei II ein TerinderliclMir Panmeter, «, fi, v Konstanten sind, und wobei 
die LiTflrianten und der nig^tbrigen Funktion d («) nidktt anderes 
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aaä als die Aronhold-Bylvestersehen Fnndanieiital-Liyariaiiten der die 
Kurve darstellenden tem&ren kubischen Form. 

Man suche eine analoge DanteUnng üQr die Banrnkunren viexter Ord- 
nung erster Art. 

Berlin. Eich. MCixbk. 

57. Man untersuche die hin- und hergehende Bewegung eines schweren 
und fllfliktriMhen Pnnktea, der yon einem senkrecht unter ihm hefiadliehm 

festen, gleichnamig elektrischen Punkte nach dem Coulombschen Gesetze 
abgestofsen wird. (Angenähert Teranschaulicht durch eine kleine Eorkkugel 
oberhalb eines kugelförmigen Konduktors.) 

Wenn das absolute C'G^SSystßm zugrunde gelegt wird, und alsdann 
g die FallbescUeanigang, m die Masse des beweglichen Punktes, fj und 
die bpiden elektrostatischen Ladungen, r den variablen Abstand des bp- 
weglichen Punktes Tom festen Punkte zur Zeit ty h und h' den kleinsten 
resp. gröDsteu Wert disMs Abstandes beimdmen, so soll nachgewiesen 
werden, da&: 

(1) Ä . A' - ' ' , 

ist 

Welches sind die Konstanten e^, und die luTarianten 
sugflAifirigeu Funktion p(u)? Man bwedme die Bchwingungsdaner IBr ein 
numerisches Beispiel. 

(Ueber die Bezeichnung vergleiche man die von Herrn U. A. Schwärs 
herausgegebenen ^JPormeb und LebnAtae sum Geinrauche der eUiptisdien 
Funktionen". 06ttmgen 1883 oder zweite Ausgabe Berlin 1893). 

Berlin. Bios. MflLLn. 



58, Integration der Differenzialgleichung s^" — - äzJrif^O. Bei der 

tt 

Lüäuug setze mau ir"~'e'»ay uuii beweise, UhIü die ntv Ableitung, also 
üeniberg a. Hara. Aooi^F Fbamgkb. 
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59« Sind ^»0, 7fO, 9>^— '0 drei beliebig» Kumn sweiter 
KlMBe, ao giebi 68 in dem Qewc^ 

+ ^Vi + — 0 

atete vkr Kreise, deren Centra die BoimiM^viikto nrner gleicdiseitigen 
Büypefbeln sind. 

Dumatftdt, 20. April 1908. 8. OimonLinioKB. 



<»(>. bind 9>i "* 0, 9>j = 0, • • — 0 irgend sechs linearunabhtingige 
Fllcben smiter Kltsse, so giebt es in der fttnffacb unendlichen Schar 

h'Pi + hfi 4- • • • 4- ^(^cpe = 0 

a< ht Kugeln, deren Centra die Schnittpunkte dreier orthogonalen Hyper- 
boloide sind. 

Dannstadt, 20. April 1902. 8. GuMOBLnuoER. 



Ol. Das Maximum des Abstandes je zweitr Ramlpunkte eines frpwölm- 
lichen Violecks sei als Djirchmrsscr dessflbcn l)6zeichuet. Der Durchmesser 
eines Vielecks ist entweder eine Seite oder eine Diagonale desselben; im 
letsteren Falle brandit er nieht aoe lauter LuMapaoUeii des Yieleolis xn 
bestehen. Es wird behauptet: „Der Itüialt eines jeden VkUcks von gegdttmi» 
Durchnii^ssrr a ist jU«»M«r edg der Inhalt des Kreises vom Bwrdmesser 0| 
d. i. als 7ra-/4." 

Innsbruck. 0. Stolz. 



Zu 37. (Bd.II, a 856.) (S. Oundelfinger.) Bedtst Q die Koordinaten 
a, h and zieht man dtutb Q irgend ein(> Bekante unter dem. Winkel a gegen 
die poaitiTe ««Achse, so vird für jeden Ponkt P auf dieser Sdiante 

also speziell zur Bestimmung der positiven oder negativen Entfernungen 
^ (fc^i, s,t,...,eii) eines der Punkte 1*,, • • i*,« von 

f(a, b) 4- t[ama ^-^^ + ein« j + ••. + <«- (coe'a + 8in»«)"-a 

Abo: QPi ■ QPf • • QPin== ^1- • • 'in^ f(^- unabhÄngig tou 

dem Winkel a. 

Darmstadt, 7. Mai 1901. 

Der vorstellende Beweis dürfte auch jetzt noch der Mitteilung wert 
sein, weü aus demselben die Zeichenregel für die resp. vor allem 
aber die Tollsliiidige Analogie mU der Kreillehre folgt Nennt man z. B. 
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QP^ ' ' ' QI*^ Pot«uz des Tüiiktes Q in Bezug auf die Kurve /(x, ^) ■— 0, 
80 gilt «. a. das Thmnm; 

Der geometrische Ort aller Punkte, welche in Bezug auf zwei koachsiale 
Lemniskaten gleiche Potenz besitzpn, ist eine gleichseitige Hyperbel (fttr die 
spezielle Lemniakate däh System der beiden Wixikelhalbierenden). 

Hat die Gleiehuog f(T, ^0 Glieder der Sutten Oxdnmig nur den 
Ten« — jf*)* w ^™fd 

sobald die beiden durch Q gezogen«! Geraden normal »n einander dnd. 
Daimatadt, den 90. April 1903. 8. GimosLFDiosn. 



Zu 50. (m. m. S. 1701 (E. N. Barlsien). Sei Y der gesmbt^» Ähn- 
lichkeitspunkt glticher Art mit .S*. Danu gilt rlie Proportion Y B : YB^ 
= AB : -^1^1. Sind r und die fiadien der gegebenen Kreise, so iäl 
SBtSBi t^rtti. Yerbindet man Ä und B mit (7, ftmer und Bi mit 
C^, so erhält man swei Umliche Dreiecke ÄBCf ferner A^B^C^y da die ent- 
sprechenden Seiten parallel sind, resp. auf einander fallen. Demnach ist 
ABiA^B^ r.r^ und folglich YB: YB^ = 6B :^B^^ was nur möglich 
ist, wenn T und 8 auf einander fallen, da beide Punkte swiaehen B und 
Bi liegen müssen. 

Sei Si der /weite Ahnlichkeitspanlct der gegebenen Kreise und X der 
gesuchte Ahnliehkeit^punkt zweiter Art der Kreise über AB und A^Bi mit 
den Mittelpunkten M und M^, Dann sind die Punkte CSCiS^ vier har- 
momaehe Punkte, ebenao die Funkte ÄSMiX. Wir beadehen die beiden 
Punktreihen so auf einander projektiv und perspektiv, dafs einander zu- 
geordnet sind: M und C, tmd r",, S und S\ dann entsprechen sich auch 
X und Sy Das Gentrum der Perspektivität ist der unendlich ferne Punkt, 
da CM und C^Mi aenkrecbt auf AB iteben; folglidi iat »mtk XS^ senk- 
recht auf der Ek^ne. Der gevndite Ort für X iat der Kreia Aber S8i 
ala Durchmesser. 

Einbeck. £. Nbuendobi'X'. 



2. Anfragen. 

Zuaatfi «tf der Aj^rage Ö dieses Bamks a»f 8, 85. 

Für den speziellen Fall der im Archiv 3, S. 85, 5 behandelten 
Aufgabe, wo der Punkt R auf der Halbierunpslinio (f) des Winkels pTq 
liegt, habe ich folgende Konstruktionen mittels Lineija und Zirkels ge- 
funden: 

a) FOr «jer mögliehe LQonngen, d. b., wo cl> 2 • BO iat Iba ziehe 
durch B eine Senkrechte r zur Halbiwnngslinie L Der Schenkel q wird 

von r in 0 ^'escluiitten. Man juaelic auf r 7t'0 = OS und emchft" in 5? 
eine Senkrechte .v uut r. Mau beschreibe aus Tx mit der gegebenen Länge d 
einen Kreis Ä, welcher von t und s (aui ders. Seite von r) in A und B 
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geschnitten wird. Die Gerede AB giebt im Sdinitt mit r den Pnnkt M. 
Man beschreibe Aber MB als Dmchmeseer einen Kreis k^. Am R fiUIe 
man eine Seokrecihte auf p und trage auf dieser den Abstand BF des 

Pnnktes B Ton p bis N auf RN). Von N falle man eine Senk* 

rechte « auf r, -nfldic Jc^ in nn l N' srliia'idft. Die Verbindungs- 
linien und MNf schneiden den Kreiä & in den Punkten 1, 2, 3, 4, 
wetehe, mit R verbimden, die g^chten Tnuurrersalen Urfetn. 

b) Für drd mV^^iche Lösungen, d. h., wo i^_%_-^0 ist Der 

Kreis k geht Mn> durch 8. Der 1^ ist der Aber RS als Dnrdimesser 
beschriebene. Sonst ist die Konstrnktian völlig gleich der vorigen. 

c) För äicei mögliche Lösungen, d. h., wo f? < 2 • i?0 ist. Man be- 
stimme wie vorher die Gerade M, und beschreibe wieder ans R den Kreis k. 
Der über RS als Durchmesser bc«!t'hriehone Halbkreis k' schneidet k in 
einem Punkt W. Aus dem Schnittpunkt von n und r beschreibe man 
einen Kreis ^, welcher durch W gehl Dieser st^eidet r in zwei Pnnkten, 
van wckhrn der eine V stets innerhalb, der andere U st« ts anfserhalb des 
Winkt'ls pTq zu lie^" ti koinMi* "Oi" im crstercn (F) auf r errichtete 
Senkrechte trifft den Krmss k lu dcu i'uokten 1 und 2, welche, mit Ji Ter' 
bunden, die g^uchten Transveralen bestimmen. 

Agram. Gt. Hajobi. 



Aniirort auf die Anfrage 6 dieses Bandes auf S. 85. 

Wie IIciT (i. Rados aus Budapest die Güte hatte m r nrizutcilcn, 
ist der in der Anfrage 6 angegebene Satz bereits von ihm aufgestellt 
worden. VgL Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. Math. u. 
Nainrw. Ber. aus üngan 189S, 96 — ^97; Über die BedingnngagleichirageB 
zwischen den Coefficaenten der orthogonaleii Sobetitationen. A. a^ 0. 1899, 
236—240. 

Berlin. £. Jahnkb. 



3. Kleinere Notizen. 

Bemerkungen su dem Atrfsabt von Herrn C. KoeJiIer: „Über die Klnssißkation 
der KwFvm md mehm tnoeiten Grades" auf 8. J31—33 wtd 8. 94—111, 

1« HeiT Koehler beruft sich i'l. e. S. 21, Anm. 2) auf einen Auszug 
aus Vorträgen, welche ich Herrn l'n üikel zum Zwecke der Herausgabc 
gehalten, und welche dieser vereinbartermalsen im Joorn&l für Math. 119, 
210 ff. mitgeteilt hai Wib Herr Brflokel L c. 8. 310 — 211 herrozhabt, 
sind spenell die Krit«rien der Flachen 2. 0. und ihrer Schnitte mit Ebenen 
dem LiJifilfr nach die gleichen, die ich bereits 1876 in Hesses aoalyt. 
Geometrie des iiaume^ II) gpjreben habe. 

In der That gehen die von mir gebrauchten GröDsen f(j!f, jf) und 
/■(y, f{^^) — f^{y^ ^) (Brackel l. c p. 214) ans den in Sappl. II von 
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8. In einem nadtbAgHohen ZnmtB za B. SS« Z. 19 o. semnr 

„Klassifikation «ic.** erwfthnt Herr Koebler neben der Abbandlnit^' des Herrn 
Frobonius (Berl. Sit^ungsber. 1894, S. 245 f.) auch meiner Arbeit im 
Journal tou Grelle 91, S. 229 (1881). Bichtig ist allerdingi;, rinfs auch 
ich nnabhSngig von Herra Frobenius den Sats geAmden hfttfce: „Ist r der 
Bang eines symmetrischen Systems, so giebt es in demselben eine nicht 
vcrst hwiuckuide Hanptunterdetenninanto vom Grade r." (Man vrrrl die 
Antleutung in Suppl. I zu Besses Baumgeometrie S. 454, Z. 1 — tij Ben 
ersten ausgeführten Beweis hat jedoch Herr Frobenius bereits in Grelles 
Journal 82, 8. S49 segAm, dem ich erst spftter ebendMelbst 91, 8. 229 
xwei weitere hinzugoftlgt habe. 

3. Den Begriff des Ranges einpr symmetrischen Determinante mit dem 
Trägheitsgesetz der quadratischen Formen in Verbindung zu setzen, mufste 
jedem Kenner der algebraischen Theorie der Flächen 2. 0. als selbst- 
veratibidlieh erscheinen, besondws im ffinblidc anf die Werhe Ton Möbius, 
Plückor und eine Abhandlung aus dem Nachlasse Jacobis (Jorunal von 
Crclle 53, B. 275) Schwierigkeiten konnte nur die strenge DurchfQhrtmg 
der Beweise für alle Fälle bereiten. Diese Durchführung dürfte wohl zmn 
ernten Male in Bnppltnnent I zu Hasses Banmgeometrie von mir gegeben 
worden sein. (Man Ter|^ die Zusanunenfassung anf S. 469, Z. 13 — 1 t. a) 

4, In der Anmerkung 2 auf S. 34 seiner „Klassifikation" giebt Herr 
Koebler eine hinreichende, aber nicht notwendige B-riingimg, um eine 
Fläche zweiter Ordnung als reell zu charakteiisiereu. Die hinreichenden 
und notwendigen Bedingungen fllr eine imaginäre Fliehe im Banme von n 
Dimensionen lassen sich nach meinen E&twi<Ainngen auf 8. 225 — 229 in 
Grelles Journal 91 folgendermafsen aussprechen. 

Verschwinden sämtliche Subderminanten (r -|- l)ten Grades der qua- 
dradsehen Foim 



ist dagegen irgend eine bestimmte Hauptnnterdeterminante rten Grades von 
2)lull verschieden, etwa 



so nimmt f Zahlenwcrte mit gleichem Yora^chcn (die Null nidit ans» 
gesddossen) stets dann imd nur dann an, wenn die Beihe 



lauter Zeichenwechsel oder lauter Zeichenfolgen darbietet Überdies darf 
kein Glied der Beihe 7erscbwind«tt. 

Der Ton mir 1. c. gegebene Beweis and noch küner meine Entwick- 
lungen auf J'. 1215 in Bd. 2 dieses Archivs zeigen auch, dafs f sein Zeichen 
icechseln kann, sobald auch nur eine einzige BauptuMterdetermnantc von 
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Irt 2. B. für eine FISehe zweiter Ordniuig 

T* 

dagegen etwa 

flo stellt /i* 0 eineii ünagiitfren Kegel der Cfylinder stets dann und nur 
dann dar, wenn 

2 ± (f^ «m) > 0 , «44 =t (a„ 0,8 a^) > 0. 

Reell wird also der Kegel oder Cylinder sein, sobald diesf lieirlfn Be- 
dingungen nicht gl&ehieHtig befriedigt sind, wenn also atich nur eine einzige 
der Determinanten 

Null wird. 

Sind alle » 0, so wird f=0 zwei ima^äre Ebenm (parallel 
oder nielit) darstellen, wenn fOx ein beetimmtes Zahlenpaar «, jS ans der 
Beihe 1, 2, 3, 4 die Determinante a^a^^iß — «'^ > 0. 

Biis Versohwinden TOn a^^ oder a^^ hierdurch Ton selbst ans- 

geschlossen. 

Das von Herrn Koebler angemerkte „kleine Verschen" im Journal 
i&r Math. 119, 8. S16, Anm. 7 dttrfte wohl auf einen lapsus lingnae bei 
meinen Vorträgen zurückzuführen aon. 

Daimstadt, 30. April 1902. 8. QmKommawk. 



Bemerkuftf) Auf<fnize von JJprm KotHmertU: 
„Ein Satz über geodätische Linien." 

Der Satz, an den IleiT Y. Kommereil in dieser Zeitschrift ((3) 1, 

8. 116 Iiis 117) criiincrt hnt- 

,J)as (Quadrat der Torsion einer geodMischm Linie ist gleidi dem 
FndUkt Otts dm IHfferm»m lArer KfÜimmmg gegen die Imäen Hat^ 
hrümmmigm der FUkke m dem Mreffeiidm RmkU^ 

Innn andi auf folgende, vielleieht ein bisehen kürzere Wdise bewiesen 
werdoi. Beaeiduken i|i t die Kosinus der Hauptnormalen der geodätischen 
Linip und |), ^, r, s, f, wie gewöhnlich, die fiinf ersten Ableitungen der 
Koordinate ü der Flache g~f(x^ nach x und so ist die geodätische 
Linie charakterisiert dueh die QleiciiungeQ : 

(1) -7^ II- _ 

^ ' /l + p» 4 g' ' ^ Vi + p' + * 1/1 + i^' + (Z' ' 



uiyiii^od by Google 



314 Venniachie Mitteilungen. 

die iBngs der ganMn Knrre beMedigt werden. Nim folgt ans (l) (Frenet- 
sehe Formeln): 

Multipliziert mau diese Gleichuugea der Reihe nach mit 1, f», v und 
addiert, so folgt 

Dies gilt lür beliebige Achsen; wühlt man zu solchen die Normale der 
Flidie im betreffenden Punkte (Mg) ond die swei Tangenten der Haupi- 
richtnngen (Mx, Mff\ 00 wad bekannflidi in Mi 

mithin aus (3) in Mi 

1 i^P „«'s 

oder aaeh 

1 r. dx 

B 



d. k 

oder 



1 



/jr , \ 1 . 1 

coB ^ • OOS *• 9^ y * p oo« 9 • «n 9> • ^ , 

gi-sm='9,cos'y(~--) 



2\' 

9t 

Es ist nun (Enlersclie Formel): 



1 C08*q) , sin* 9 

=« am' Ol 1 

— = cos^op (— 1, 



und 

also auch 
w. z. b. w. 

Die Formel ^ =" ^- >5non eosg> ( - ~ aus wekher die von He 
Kommereil gefundene folgt, gilt übrigens allgemeiner für die geodätiscM 
Torrn» — irgend einer Kurve der Flftche und wurde zuerst von 
Bonnet gegeben.^) Ist die Kurve eine gtodSäHsdtey so reduziert sich 

1) Memoire aur la tht'orie des surfacc^ (Joum. de T^cole Poljt. 32, 1, 1848). 
Cf. audi Daxbottx, Suifoeea, D, p. 889. 



errn 
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^ — ™ ^ ' ^^^^'^o aber reduziert sich die geodätische Torsion zu der 

blof«!pn Torsion fiir allr Kiir\'pn, längs deren ö (= Winkel der Haupt- 
normalen und der Flächennonnalen) konstant ist. Insbesondere giXi dies auch 
für die aspnptotim^m Linien. M«ii kat also avdi für eine «okdie 

Zieht man femer in Btitracht^ dafs ftlr diese Lönie die Gleiubung gilt 

C50B*9 , rin'y ^ 

9t 9% ' 

80 findet man 
mithin 

fi ^ ^» «I e» i/— p, (», ' 

d. h. die Ennepersche Formelf welche auf diese Weise leichter bewiesen 

worden ist. 

Athen, den 12. Oktober 1901. N. J. Hatzioakis. 



1) Diese Fomel kann, wie die Tori« Ar die geodBtischen Linien, nu«h 
direkt bewiesen weiden. Bs ist oimlidi uer: 



yi^j»"+v' >^r+7«+a«' 



abo ancli 



Ä 4« \Y 

oder wie Mlhev 



Und triUdt man die Aehsen wie Mher, so folgt 



und da 



so wird 
w. s. b. w. 



oc — eos9, ^»siny, 
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Zw BemerhMff des Mam Ed. Janmth im 2. Bande mf 8. 153, 

Herr Janisch bemerkt, dafs die toh uns in 1, S. 178 (Theorem V) 
genannte Ellipse in einem Falle 7U einer doppelt zu zählenden (leraden 
wird. Wir benutzen diese Gelegenheit, um durch einige Bemerkungen das 
Tom Lotponkt bereits Gesagte m ergänzen. 

L Do- Orfc der Lotpunkte inbexng auf Oeradan dnroh eben üasten Punkt 

ist eine Ellipse, welche dnrch die Fufspnnkte der von dem Punkte auf 
die Seiten des Bezngsdreiecks gefüllten Lote geht. (Diese Ellipse ist 
identisch mit der in 1, S. 178, Theorem V.) 
n. Der Ort der Lotpunkte eines Dreiecks inbezug auf die Geraden durch 
einen Ptankt der Peripherie des ümkreisee ist eine Strecke anf der 
Simson-Geraden dieses Pimktes. 

III. Der Rclinittpunkt der Simson-Geraden zweier Punkte der ümkreis- 
peiipherie ist Lotpunkt des Dreiecks iubezug auf die Verbindungsgorade 
dieser Punkte. 

Hieraus Iftfet sich der Sats folgern: 

IV. 8ind zwei Dreiecke einem Kreise ein- und einer Parabel umbeschrieben, 

so fallen die socbs I.otjumkte je eines der Dreiecke inl)e/.up auf die 
Seiten des anderen in einen Punkt zusammen (vergi. E. Jahnke 1, 
Aulg. 11). Dieser Punkt halbiert den Abätaud der Uöheuschnittpunkte 
der Dreiecke. 

Inxwisdien hat Herr Fuhrmann in Königsberg die Gfite gehabt» mir 

mitzuteilen, dafs der „T^tpunki*'' bereits als Aufgabe in den „Questions de 
Geomr'triö" von Desboves (Paris 1875) p. "JU, Nr. 77 gestellt ist. 

Ferner verdanke ich lierm H. Thieme in Puseu die interessante Mitteilung, 
welche die Beziehung des Lotptmktes zum Feuerbaohschra Kreise (1, S. 176, 
Theorem HI) betrifft: „Geht die Beziehungsgerade durch den Umkreismitiel- 
punkt, so ist sie Direktrix, und ihr Lotpunkt Brem^^ukkt einer Parabel, die 
mit dem Dreieck polai" konjugiert ist.** 

Berlin. K. Cwojüzinsiu. 



Be$nerkung eu der Arbeit y^Über Beweise von Sämütinoildsät^cn^' (S. IUI ff > 
dieses Bandes) von Gerhard Jlessenberg. 

In der genauatea Arbeit wird je ein spezieller Fall des Pascalschen und 
Desarguesschen Safases aus dem anderen Sats hergeleitet und zum ScMusse 
die Bemerkung gemacht, dafs jeder der beiden Spesialfölle anf drü wesent- 
lich versrhitdene Arten bewiesen werden könne, weil es fÄr den Pascal- 
sehen Satz zwei wesentlich verschiedene Beweise giebt. 

Diese Bemerkung ist unzutreffend für den ersten Spezialfall. Von 
den beiden Beweisen des Pascalschen Satzes beruht der eine auf der Kon- 
struktion unendlich vieler „rationaler*' Pascalscher Konßgurationen auf 
Gnmd des Desarguesschen Satzes und auf dem Nachweis der Existenz der 
allgemeinen durch eine Stetigkeitsbetiachtung. Da die in Rede stehende 
Konfiguration zu den „rationalen*^ gdiftrt, ist ihre Existenz bereits tot der 
StetigkeitsbetraebtllDg envie.seo, und der Beweis auf diesem Wege deckt sich 
mit der angegebenen Herleitung ans dem Desarguesschen Sats. 
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Üb analoger Emwand kann liiniiehüidi des zweiten Spesial&Iles nicht 
erhoben werden, da die darin entbalteneil Pascal sehen KonfigaiAtionMi, 
wie in der bftr. Arbeit bereits erwShnt, allgemeine sind. 

Die Fufsnote auf S. 121 ist dahin richtig zu stellen, dafs Herr Wiener 
1. e, den in Bede Btehenden Baitn dma Bemü angegeben YuL Dar erste 
TsrOffoitliclite Beweis stammt Ton fierm Schur. (Math. Ann. 51, 406.) 

Ghartottanburg, im Mai 1902. HnsanNBrna. 



4. Sprechaaal für die Encyklopädie der Mattem atisclien Wissenschaften. 

[Einsendungen für den Sprechaaal erbittet Franz Mejer, Eönigsbiurg i. Pr., 

Mitteltngheim 61.] 

Zu I A2. 

I. Nr. 13, Anm. 44. Einen Beweis nebst weiteren Verallgemeinerungen giebt 

A. Hurwitz, Zoitschr. f. M. u. Ph. 35 (1890), S. 56. Vergl. auch 

Hurwits, Math. Ann. 89 (1891), & 21. 
I. Nr. 16, Anm. 52. Die erste Bezeii^nng stammt von Leibnis, Brief 

an L'Höpital vom 28. April 1693; Acta Emd. 1700; S. 200 — Werke 

(Gerhardt) II, S. 239 und 8. 348. 

Gielsen. £. Netto. 



Zu I A 2. Kombinatorik. 

L S. 83, Z. 5 von 10. Tripelsysfceme. Idee „7 mal** statt M35mal^ 
Magdeburg. W, 



ZttlBla. Bationale Funktionen einer Ter&nderliohen; 

ihre Nnllstellen. 

I. Ö. 230 — 237. Das Citat aut v. bUudt, Anm. 39, S. 236 sollte nicht 
lum eisten, sondern xnm xweiten, don algebnüsehen, Ganfsschen Be- 
weise fQr die Wurzelexistenz gemacht sein. Staudt giebt im J. f. Math. 29 
eine einfache und kurze Darstellung dieses zweiten Beweises, durch Be- 
trachtung der Resultante von (p (x) und ^ {x -\- h) — <p (x)], ganz an»' 

log der späteren Oord au sehen Betrachtung (Math. Ann. 10). 
I. S. 247, Anm. 95. Im Zitat auf Faa di Bruno ist „§ 5, No. 7 ff , lie- 
sonders No. 11", statt 5 ff., bes. § 11" zu lesen. Femer ist zu diesem 
§ 5, No. 8—10 meine Veibessenmg in Erlauger Sitzuugsber. 27, 1895 
heranmaiehen. 

Briangen. M. Nobtbbi. 
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ZnlBSa. Separation und Approximation der Wnrieln. 

1. 8' 413, Z. 6 nnd 6. Oaufs k<»Bunt — alMings nach «nigem Hin- 

und Hersch wanken — za der entgegen gesetzten Überzeugung und spricht 
die Ansicht aus, „dafs ps einen in der Natur der Sache liegenden all- 
gemeinen wilikürircien Zusammenhang zwischen den einzelnen kritischen 
Punkten und den einxelnen Paaren Ton imaginBren Wuneln gar nicht 
giebf" (s. Briefw. Ganfs -Schumacher in, S. 72; b. a. ibidem ü, 8. 331 
und III, S. 68). 

Magdeburg. W. AEamn, 

I. S. 12, Anm. 18. Die Behauptung, Descartes habe durch einen und 
denselben Budwtaben einen positiven oder negativen ZaUwert beaeichnet, 

* ist nicht bestätigt worden. Soweit bisher bekannt ist, war Newton 
der erste, der sich dieser Bezeichnung bediente (vcrgl. Bihlioih. Maihnn. 1 888, 
S. 63 — 64). — Die Ars magna des Cardano erschien 1545 (nicht 1550). 

I. S. 29, Anm. 1. Die Schrift Pascals: TraiU «f« triangle arithmäique 
war schon 1654 (1664 bat kdnen Sinn, da Pascal bekanntlich 1662 
starb) gesi hrit'bcu und vor Pascals Tode gedruckt, obgleich sie erst 
1665 in den Buchhandel kam. — Anm. 2. Die Dissertaiio arte 
combinntorM von Leibuiz erschien 1666 (nicht 1668). — Auiu. 3. 
Es existiert keine Ausgabe 1673 des DreaHte of algebra des Wallis, 
wohl aber erschien 1693 eine erweiterte lateinische Übeiaetnmg unter 
dem Titel: De algibra tractatus. 

L 8. 36, Anm. 47. Statt „p. 193 der bist. Abtl." mu& „p. 193 des Suppl." 
AbhandL zur Gesch. d. Hathem. 7] gesetzt werden, ß. 193 der bist. 
Abtl. enthält etwas ganz anderes. 

LS. 38, Anm. 65; S. 63, Anm. 70. Statt Ch. A. Vandermonde ist 
A. Th. Vandermonde zu setzen (vergl, I, S. 450, Aniu. 2). 

I. S. 50, Anm. 5. £s ist ganz richtig, dals die Benennung „anrdu^ bei 
Leonardo Pisano Torkinnmt (X«&er abbad ed. Bonoompagni, 8. 856), 
aber schon früher wimlc sie von Gherardo Cremonese benutst (vexig^. 
BibJioih. Maihem. I3, 1900, S. 516). 

I. S. 59, Anm. 47. Statt Kap. 80 lies Kap. 89. 

L S. 60, Anm. 55. Schon Tor Euler hatte W. Jones im Jahre 1706 

die Bezeichnung n ftlr 3,14159 . . . benutzt (vergl. Bihlioih. Maihem. 1894« 
S IOC), Die Angabe, dafs Barrow früher dieselbe Bezeichnung an- 
gewendet hatte (siehe L'JtUermi'diaire des nuUliematiciens 9, 1902, S. 52), 
ist dagegen unrkhtig. 

L 8. 923, Anm. 10; II, 8. 121, Anm. 325). Die Newtonsche Inter- 
polationsformel kommt schon in den P)-incipia (1687), 8. 481 TOr 
(vergl. 7. B. Bihlioih. MaUiem 2^, 1!K)1, S. 87). 

I. S. 927, Ajuu. 15. DaEs schuu deu liümischeu Agrimeosureu die Summe 
der Kulnksahlen bekannt war, ist von Gantor 1875 nachgewiesen worden 
(vergl. Vöries, üb'r Gesch. der Maihem. I* S. 519—520). 

1. S. 927, Afru. 15" Den RfmerVnngpn des Herrn Brniinmühl im Arrh. 
d. Maiiicm. 3, 1902, S. 86 kann noch hinzugefügt werden, dals die 
Kosinusreihe (37) schon tob Snellins (1626) snnuniert worden ist 
(vgl Braanmfihl» Qtsdi, d. TrigotL I, 8. 240). 
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n. S. 3, Anm. 4. Statt § 1 Hes § 3. Die Lagrangeache Behauptung ist 
ohne Zwaiiiel wSrtlich genommen falsch, vermutlich wollte Lagrang« 
eigentlich Bagen, dafs die ältesten Analyaten im allgwii«ttii<m keine anderen 

Funktionen als Potenzen behandelten. 

n. S. 56. Taylors Methodtis wcrentetUorum erschien 1715; einige Exemplare 
haben auf dem Titelblatt die Jabranahl 1717. — Stirlings Mdkothu 
äiffereniiaHs vA in London (nicht Rom) heranagcgeben worden. 

n. S. 69, Anm. 31. Statt 1664 lies 1684. 

II. S. 78, Arnn. 101 Statt § 8S8 Hes g 751. — Statt 1717 lies 1730. 

11. S. 82, Anin. 123". Die fragliche Regel findet eich bei Maclanrin, 

Treatm of (huions, § 261 und § 859. 

II. S. 118. Hier hätten vielleicht auch die einschlägigen .\bhaiullungtu von 
Hj. Holmgren (Stockh. Handlingar 5, Nr. 11, 1866; 7, Nr. ü, ISCd) 
genannt werden aollen. 

IL S. 157. Aus oincm ungedrockten Briefe von Euler an Joh. I. Ber- 
noulli vom 21. Oktober 1729 geht hervor, dafs jener wirklieb durch 
den Briefwechsel zwischen Goldbach und D. Beruouili veranlalst 
wurde, rieh mit der Interpolation der Beihe 1, 2, 6, 24 eta zit be* 
schäftigen. Dagigon sclieint es fraglich, ob Euler sofort zu der Dar- 
stellung eines brlit'bigcn Tcrraos durch ein be.stininitfs Tnti L^ral gelangt*'. 
Wenigstens nennt er in dem zitierten Briefe an Joh. I. liornoulii gar 
nichts hierüber, sondern nur, dafs er durch Untersuchungen über tauto- 
ehrone Kwevm. eine Methode entdeckt hatte, um die Glieder der Beihe, 
deren Ordnungszahlen |, ly, 2^, 3i etc. sind, zu bestimmen. 

II. S. 158. Die zwei Fonneln für P(fi) sind \if] illter al? dir Arnii 'AR 
und 40 angeben. Die erste Formel tindet sich schon in Eulors Jnsttt. 
eaic. integr. I (1768), Kap. IV, § 229, und auch die »weit« Formel ist 
daselbst % 235 sn finden. 

n. S. 167, Anm. 75. Bekanntlich haben Euler und Maclaurin un> 
abbilugig von einander die Sammenfonuiel gefnndmi, und Euler hat sie 
zuerst veröffentlicht 

II. S. 171, Annx. 99. Fritz war nur der Verteidiger der Dissertation, der 
Verfhss«r war Jakob Bernoulli aelbat 

n. S. 213. Bs ist nicht riditig, dab Leibnis 1694 ein singnUbee Integral 
gefunden hatte. T)er fragliche Aufsats in den Acta Eruditorum 1694, 
S. 311 — 315 enthält üljf-hu'ipt keine Differentialgleiehung, deren hitegral 
hergeleitet wird, sondern beschäftigt sich nur mit der Bestimmung von 
Enyeloppen. 

n. S. 387, Anm. 7. Die Idee dee btegrierenden Paktws geht auf 

Johann I. Bernoulli zurück (sitbe Cantor, Vöries, über Geidt. d. 
Sfathem. DI', S. 227 und BibUoth. Matliem. 1898, S. 68—60). 
II: 2. S 117, Anm. 3. Statt 1764 lies 1748. 

Stockholm. G. EMBSTitüM. 
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Za n A3. 

U. S. 62, Z. 7 Ues i)(y) •=- statt c. 
II. 8. 69, Z. 6 TOB unten & 106 statt 196. 

Qwt. H. Fbbb. 



Zu TI A3, Bestiinnito Integrale. 

11. S. 183—185, insbesoiulere AninerkunKtm 163, 169, 170. 

Die Luiätungeii K. v. Staudts auf dem Gebiete der BernouiliticheD 
Zahlen sind uBTollttihidig erwilmt £a sei deshalb aus meinem Bntrag 
zu (I( 1 .V. nig verhrmtaten ,^estschrift der ünivers. Erlangen zum 80. Ge- 
burtstag des Prinzregenten von Bayoi-n'*, Bd. IV^ (Leipcig und £dangen, 
März 1901, A. Deichert Nachf.) betitelt 

• 

„Zur Sriunerang an Karl G. Ch. v. Staudt*^ 

die folgende Stelle anägezogen. (Nebenbei bemerkt war der Bufoame 
„Kurl**, nidit „Christian", wie gewShnlieh, aneh in der EncykL I, an- 
gegeben wird.) 

Eine panzc Reihe weiterer FoH r hritte für die Theorie ditjsor Zahloii 
findet sich in den beiden akadem. bciu-üten, welche v. Staudt bei aeiuem 
Eintritt in Senat und lUraltftt 1845 vorgelegt hat, Schriften, für deren 
Verbreitung der bescheidene Mann nicht gesorgt hat, so dafs sie fast 
nnbokannt und unbca(btt«t geblieben sinJ ') Nicht nur, dafs Staudt in 
der ersteren der beiden Noten einen neuen, höchst einfachen Beweis seines 
Sataes*), abgeleitet aus den Ausdrfleken der Zahlen durch die Anfanga» 
glieder der Differenmihen der Beihe 

1" + 2" + 3" -j- • • -f it", 

giebt; diese Note enthält auch schon wenigstens einige Funktaonal- 

betracbhmgen. Sie entbillt ferner die Verwandlung iler Potenzreihen 
in o; in Reihen, die nach BinomialkoefQzienten von x fortlaufen, die 
xweite Note auch die inteipolatorisehe Darstellung und, daraus abgeleitet, 

die independentc Darstellung der B.soben Zahlen: Entwicklungen, die 

späterhin intfiinlieli itiit di in Namen Kroneckers belegt worden sind.') 
Ooradü daraus crst hlirl^t fcJt. Kuugruenzbezicbungen zwi.schcu verschiedeneu 
B.süheu Zahleu, deren ludices n eine arithmetische Reihe ei-ster Ordnung 



1) „De namens Bemoullianis" [2 Teile, j »langen 1846. Diese Schriften 
finden aieh nur bei L. Seidel in den Sitzunguber. der Bayr. Akad. d. Win«, 
von 1877, S. H'.ö, Aum. inift h<'i R. Lipsrhitz, .1 f. Miith »6, 1888 zitiert. Weder 
die denselben Gegenstand behandelnden Arlit itou von A riidt, llaabe, Kammer, 
H} ht ster, Kronecker, Worpit/ky etc. ki nm ii Mie, noch die Monographie über 
die B.8Ghea Zahlen von L. SaaUchfits, Berl. lüdS, obwohl dieselbe die geoaaaten 
Arbeiten von Beide! nnd Lipscbit« ansfahrtich erOrlert, noch die jetst er- 
scheinende „Encvkiüpndie di^r Math. Wis.s " 

2) [Aus J. f. Math, ai, 1840; cf. Anm. 170 von II, p. 180 der „Encykl."] 
>) Saalsehflti, a. a 0., 8. m, las. 
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hOiSm» vja mß «plUr mm mth^Mfir -Seite |wr Kffmffier 

gefunden yrfudw auid*), opät Kcas^uen/silt/.en 4ie Zäfil-or ^er Zahlon. 
Das &ftU|»tziel ist. aber ein Satjs über diese Zjüika': „W'onu diiroh 
teübfyr ist, wo p «Äne von de» ^gt«iQ,4taq^'' v«^sqjM4«»e Primel i&i, 

Erluigea. ^ Sobobe. 



Zu nBi. 

n. 8. 26, Z. 10 T. o. statt « lies s ft. 

n. 8. 29, Z. 20 V. o. statt n lies 

II. S. 75, Amn. 176, die Wörter „der Beweis ist niigeiillgend" mfisaen ge- 
sthcheu werden. 

U. S. 84, Z. Z V, 9' f^ie van Pabrf aiu|g«qttw)lMDe AaaioUl" . . . .dsr Sats 
lEomeot beniits liei Pringskaim ▼«r, ^m. 44 (1694) p. 60. 

II. B. -»T, Z. 4 T. o., die WOrter „und die SeÜM difwgierl;** mflssen 

gestrichen weiden. *"* 
fl. S. 105, Z. 1 V. n. statt <l> ^ o ües <I> O 
]L S. 107. Anm, 254, letzte Z. staU (1901) lies (1902). 

Cambridge (Mass. U. ö.). W. Osoood. 



Über OuffMrtäs i/bgekünte M^Oü^Ukalitm. 

In der Encyklopädie der maüiematiBclieii Wissenseliaflen, Baad I, 8. 984, 
Z. If., findet sich zu dem Satz „Schreibt man die Eiuerxiffer des Multi- 
plikators über (li(> let/te Zifffr des Multiplikanden, die noeh berikksichtigt 
werden soll, und lüfst links die übrigen Ziffern des Multiplikators in ver- 
kehrter Ordnung tolgen, so kouimt jede über die Ziffer zu stehen, bei welcher 
der sogeliOrige TeUmnltiplikaiid abrnbrediea ist^^ die Anmerkung 216) „Sog. 
Eegel Ton W. Oughtred, angeblich in dessen Artis analjticae praxis (1631 ?) 
zu finden, welche Schrift der Verfasser nicht einsehen konnte''. Auf die 
Angabe, dafs die Oughtredscbe Begel der Multiplikation sich in Arüs 
analytieae praxis, einer Selnift, welche nicht Ton Oughtred, sondern Ton 
Thomas Harriot stammt, findet, stöfst man auch in J. Fouriers Analyse 
des equatiüiis detenninees (1831). ( Vgl. die in Ostwalds Klassikern von 
A- Loewj besorgte Ausgabe, S. 180). Die Bogel geht in Wahrheit auf 
William Ougktreds MArithmetäeae in nnmeris et speciehus institutio quae 
tum logisticae tum analjticae atque adeo totina mafhematicae quasi clavis 
est" (London 1631) zurück. Der Clavis ist selten geworden. In M, Cantors 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Band 2, S. 720—721 (Leipzig 
1900), wo Oughtreds Clavis kurz besprochen wird, wird nichts Aber die 
Ton Onghtred gelehrte Mnliiplihalion mitgeteilt; oiÜBnbar, nach den An- 
merkungen zu schliefsen, hatte Herr Cantor niclit Helegenlieit, selb-i^t in 
den Clavis Einblicke /n thun, sonst würde er es sich wohl iu einem Ab- 
schnitt, in dem er davon spricht, „es sei in der Bichtung der Zeit gewesen. 



1) J. f. Math. 41, MfO («f. aaikUohfiti a. a. 0., S. 166). 



Digitized by Google 



322 



Vwmiflchte Mitteilungen. 



das Rechnen mit grofsen Zahlen zu erlfichtern", nidlt h»ibm 6ii^eh«D liaMn, 
ftof Oughtr«»'!;: diesbezüglithe Untersuchungen zu verweisen. 

Nachdem Oughtred Addition und Subtraktion der ganzen Zahlen 
wie der Dezimalbrüche gelehrt hat, behandelt er im nerton Kapitel die 
Maltiplüntioii zweier gaimn ZaUen in ttblichar Wda». Die Bedurang, um. 
4576 mit 893 m inultipHaiefeB, lautet bei ihm: 

4576 
892 

9152 
41184 
86608 
4081792. 

ffiemnf fblgt die fragliche Regel; bei Onghtred liandeli es sieh, wenn 

zwei Dezimalbrfiche (numeri mixti) gegeben sind und mau ihr PkodolEt flauen 
wiD, nur darum, des Produktes ganzzahligrn Bestandteil, ohne seine Dezimal- 
stellen (factum purum sine mixtura) zu tinden. Für di^ Aufgabe lautet seine 
Voreehrift „Hni setzt die Einer der Ueineren der gegebenen ZaUea imter 
die Einer dei- ^Töfseren und die übrigen ZiflFem der kleineren Zahl in um- 
gekehrter Roiheufülgo unter die der gröfseren Zahl; ^iann beginnt man bei 
der Multiplikation überall bei jener Ziffer der grüläereu Zahl, welche über 
der sn multiplizierenden Ziffer der kleineien steht, und beachtet dabei den 
Über8dra^l^ weldier dnrcb die fdgraideii TaSem der gröfseren Zahl gelieftirt 
wird". In dem Oughtred sehen Beispiel: 246(914^) mit 3ö|£7 zu multi- 
plizieren mid den ganzen Bestandteil 8708 zu finden, sieht die Kechnong 
80 aus: 

246|914 

72153 

Tt" 

49 
1235 
7407 



8708. 



liieraui' folgt die Bemerkung, dafü, uju beiui Produkt eine oder mehrere 
DezimableUeii zu finden, man die Einer der Ideinereo Zahl um die gewflnschte 
Anzahl Stellen von den Einern der gröfseren Zahl nach rechts hin fbct- 
rflcken mufs. Um zwei St«llcn nach dem Komma ZU finden, lautet f9r das 
Torige Beispiel die iEiechnung bei Oughtred: 

2461914 



7253 



1729 
4938 

1-234 57 
7407 42 

87Ö8|66. 

1} Anf diese Azt beseiohnet 0. den Deaimalbrach 24C,9U. 
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Will maii bei dem Produkt niir eine gewine Anzahl der ersten Züent 
dw Ganzen finden, so hat man die Einer statt nach rechts nach links m 
Ten«eliif>ben. Um die fünf ersten Ziffern des Produktes T4m 80902 in 39876 an 
finden, rechnet Oughtred: 

67893 

4 
57 
«47 

7281 
2^4271 

82260. 

Die Regeln werden von Oughtred ohne Beweis angegeben; der Grad 
der Genauigkeit des Verfahrens in der letzten Stelle wird von (). nicht er- 
wähnt. Wie weit die Uichtigkeit geht, davon ktuiu man sich durch ge- 
eignete ZmammenflwBimg der Glieder des Produktes; 

(a^ • 10^ + a^.ilO'"* H 1- lOui + 0^-1- 10-»a_, + 10"*a_, + •••)• 

• (fc^, • 10" + b^ .lOf-^ + • • • -f 10^1 4- fto + 10"'&„i + 10-«6„j + . . .) 

und Schätzung des fortgelassenen Teiles überzeugen. Man vergleiche hierzu 
J. Lürothä Vorleäungeu über numerisches Rechueu, S. 74 vorzüglich S. 75 
unten and 8. 76. (Leipsig 1900.) Nur iat ni beaditan, da& Herr Lftrotb 
nicht überschlägt, während dies von Oughtred geaehieliii Bei Heran Lflroth 
wfirde das erste Onghtredsche Beispiel lauten: 

246|914 
72|53 

lT= 7 • 2 

48 = 2 • 24 
1S30 -6-846 
7407 = 8 • 3469 

8699 

Bei Oughtred hingegen ist 17 — 7-2 + 3 als Überschufs von dem 
vemacblässigten Produkt 7 • 46 914, 49 — 2-24 + 1 als Überschufs von 
dem vernachlässigten Teil 2 • 6914, 1235 = 1230 + 5 wegen des über- 
sekiiMes von 5 • 914. 

Die sogenannte symmetrische Multiplikation findet man nicht bei 
Oughtred. Hingegcu ist Oughtred die QueUc, aus der Fourier wohl 
die praktische Regel geschöpft hat, bei der schon den Indem bekannten 
V^räbhjäsa-Multiplikation, die im Idlittelalter als krensweise Multiplikation 
gettbt wurde, die Ziffern der einen Zabl in Terkefaiter Beihenfolge za sehräbeii. 
(Tgl. Fourier in der oben zitierten Au^be &. 182, 183, sowie ebenda 
meine Anmerkung 61) aut" S. 262.) 

Im folgenden Kapitel behandelt Oughtred auch die abgekünct« Division. 

Freiburg i/B. Alf&eu> Lobwt. 
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ABCHIV DEK MATHEMATIK UND PH78IK« 

HBBAUSaxaZBKN TOV S. LAUFS, W. VSASSt HSTXB X/MD B. WiHWi. 

SBUOK mm YWUtäa vom B.aTBiranB xv idossiak FotraoBAsai«. 



MT AH« Mr die BedaUioB betthnintan. Burtmigim, Otlalb» IfilWlrirrlpta» 
anaioiiiMKRnpliM n. s. w.) sind an den KeaohiftafUtffndML BiMWiH— rt 

Br. m jA^Bk«, Bv^ir IB, AuiMr BtnIiM B6 

EU richten. Eh nehm^ übur nu Ii ßeheimer Haglenmgarat Prof, Dr. JD. Ii»mpe In 
Berlin W86, Kurfarstenstiüifse 139 und Prof. Dr. W. Prann Meyer to Königsberg l.Pr., 
Mittel t: 3 ghi:;ni 51, Sendungen für die Bodaktdon an. 

Dlo Herron Vcrfnnsf^r erhalten unenlRfÜlicb vun prnrsrrrn AufKäizfn 30 mit 
UttechfuJ voraohene Sor.Lierübtlrücke , von klemert'ii Biiitr.i^.:(?[i , MiMeiltiiiKt'n , Hczcn- 
■lonen u. ». w. 10 Absäge der betr. Seilen ; eine grolsere Anzahl da^egenj ale die geniumtet 

Mr J^eder Band de« Arohlvs um£a£iit 94 DmAlMKax ia 4 HiiAm und kostet 
M IbaK; j&lirlich sollen Euniohst etw» 6 Helte OTH«B»bW imrdaa. Alto BortUHW' 

langen und Fostanstalten nehmen BestaUoncen an. 



Die B«d«]LtiM einukt Ii« Bma AwtoiMi, in Ihrrai «Ign« Mmw tai 
UaAuig i«r fir iat Anliv bestimmteii Haniiskripte nacli HlgUdk«!! disehrSiikeB 
cnwoiifTi, daasr iolA«g«eiigcftllHliHigMAiiMlelithiUM)^ 

n werden. 



INHALT D£S YOBLIEGBNDBN DOPPSUXBI'TJSS. 

^ ä«lM 

GecMeMmamfo «if üHMamMl Xkwmw Fueki. Tom IL HMi%a||«f *) lYT 

Zur nichtadlidisOien Geometrie. Von Paal StSdul in Kiel, :^(it 1 Figur im Text 187 
Sitie einfache Lösung des ApoUonifchen BerührungnproblemB m dot Ebmc* Von 

k. tfassfeller ia Montabaur. Mit 1 Figur im Text 189 

2«iM^ MT Chomek-ographi« I. Von R. Gttntselie in Berlin. ICt iFigunn im Text 191 
Über die ÄtukM der Zeriegtmgen einer ganten ZtM in ted» Simmanden. Von 

R. V. Stcrneok in Wien IM 

Vber die „^-Kurven*'^ d^s einmanteJigen Njfprrholoidfs loid den hyjierhnH'^rh^n 

I'cu'aboloidei, Von Walther Ludwig m Breslau. Mit 4 Figuren un iext 217 
Do» AddälonKl^torem der ettipHkhen Fnnltiionen in geonuiriedter JAmw. Ton 

P. Kokott in Sagan. Mit 1 Figur im Text IM 

Syemsformation cmitinne dans le Mangle; Fax M. £. LeMOiie k Puia. Mit 

2 Figuren im Text 849 

l^maformaHm cmtkm dune h tärtdärei Pw IL B. L«Mli6 Pttli .... MO 
Jlfem Lehraäm über Ü» Wmdn e H gebrnMier OkUhungen. Tob C iMdutlüw 

in Trier S67 

Die Gesetze der schwarzen Strahlung und ihre praktist^ Verwendmtg. Von 

t. lamm» fn Obadottenburg. (IVvbwInmg.) Ifit 4 figm im Tot. . Ml 
BtMmtSimen. Ton A. KBMar, IL Kiwüt A. MgAdm, T. SeUieci, JB. SIeiiili Mt 

Hadamard, Jacques, La st'rie de Taylor et son prol'n^einent an&lrtique. Von 
Alfred Prlagtlielm. S. ~ Borel, K., Le;oiis aar ies »erieR dirorfeates. Von 
X. Kra«M. S. 296. — Antenhoimer, Fr., Elementarbaeli der DifferMitlal* «nd 
iBtagnkeataimig. Ten a. Xbmw. & 299. — Hefa, £., WtMno B«itrt(a i«r TJmria 
der il«nIia«B KonflganiOmm, Ten l.'aietatti, 8. 808. — Bederit Srntt, tim 
kleine KugeOoelMb Ten T.8eU«8tf* 8» M8b 

*) Wann iei SonteHibdntfk enMUaneo «H VorMt fen Ii. FMh* wd TamfAnla 

nr«(toeUi«ff aar ««c s. Seite dea VaaeUagf.] 



Digitized by Goog 



Gallleo, ^^iaienachaftliche Ornndlagen r^cr El nktrotc chnik. 
den YorlMTuigan Aber Elektrotedmik gehalten in dem E. Miueo ludoBtnalo 
in Tn riB. Deatach hemugegeben von Dr. Lso Vatn, Mt Ml CigOieitt in 
Xnl V. aw &] yr. 8. 1901. gab. a. JL la.— 
ur. Dr. Bwrl 1% 4«r B»ttinriv8«nte]iftfillelie ünietriofat ia Bafftand« 
incDMOndere in Physik nud Cbemie, Kit einer Ubereicht der engUBcben 
Patwrichtelitt etfttttf sai Physik nnd Chemie nnd 18 Abbüdangen im Text und 
auf SiyUa. [Tniii.US.] gr. S. 1902. In Leinw. geb. n. 8 .60. 

Netiere Yerinohe znrMeehanik der festen und flflBsigen 



KOrper. Hit einem Anhange über das abiointe Maia^Btem Ein Beitrag vag 
Methodik dea phyB ifcaHwh aa Pll te wkhla . HÜ W VlgOMa im Ttet pTI iL M 8.] 

gr. 8. 1902. geb. JCi — 

er, Dr. E., Sechsatellige Tafel der Werte log ^ 7 " jeden Wert de« 

Ir^nimi nU log j; von 3.0—10 blB 9,99000—10. (Vom Argument 9 99000— 10 an 

bis 9.999700—10 Bind die log :j^-^_^ nur noch fünfstellig^ angegeben, TOn dort 

HD TiersteUig. [lY o. 78 S.] gr. 8. 1902. geb. n. JL 3.60. 
Soeaiigabeargear, Leo, dia Priaaipien der Ueehaaik. Maih. UatoHnefanagea. 

fXn Ti ?2« 8.] gr. 8. 1901. In Leinv pfcb. 9.— 
Kronecker, Li., Yorleaungen über Zahlentheorie. I. Bünil. Ilerauijgegeben voa 

Kdht Hbnski,. [XVI u. 609 8;] gr. 8. 1901. geh. n. ^ 18.— 
Jfathamatiaohe und nati»wieeanKii»«tmnh» Boxlobta «oa Uagana. Uifc Ualer- 

«tOtnmg dmr ünaarbMlieB Akadaoüa dar WlBwateliafteB tmd der KgL Üngar. 

naturwweeiiBc'hiifiTichen GesellBchaft herati.sgf gaben von Round Rahov Kottös 

Jtn-ics Köäiö, ILuu. TO» Tram. Bedigiert vuii AuauisT Hjullhu 17. Band. [_V1I 

u, 3h4 S.] gr. 8. gdhu JC 8.— 
Veno, S., Yorleaungen über Algebra. 8 Bde. IL Bd. 8. (86lilnAK)Ii{«teaag* 

[XI u. S. 198-^3T.] gr. 8. 1900. geh. B. 10.— 
. Lehrbuch der KoinbinütorLk. A u. d. T. : B. G TeubnorH Sirnm- 

langTon Lehrbüchern auf dem Gebiete der Mathe matia ohen Wiaaen- 
•ehaften mit Einachlufii ihrer Aawwdai^feB. TU Biaid. [Vm «. 880 8.] gr. 8. 

1902. Tn Lninv,-, geb. n, 9 — 
fjBMC&L Erinät, 0. r'iüfiiüöar an der Uiuveruitilt zu Tavia, liopertorium der köheren 
Mathematik, (Definitionen, Formeln, Theoreme, Litt-eratur). Autoriaierte* 
deuteehe Anwabe nach eiaer neuen BeitfbeituDg dea Originale von A. Boairr, 
Oberliealeiiaac a.D. m IVIeehadaa. la 1 Teilen. Analyaia «ad Oeometrle. 
T Teil: Die Analysia. [XH u. 638 S.] 8. 1900. geb. n. .4C 10. 

IL Teil: Die Geometrie. [X u. 713 8.] 8. 1902. seb. n. JC Vi.— 



j. Dr. John. F. B S., Profeaaor der Meehaaik und Majiimiatnr am Boyal 
College of Science zu London. hAhere Aaalyeii für Ingenieure. Autorisierte 
deotaohe Bearbeitung von Dr. Roanr Fncn, o. Profeaaor an der techniaehen 

HoiliHr hule zu Braunachweig, und Feit/. Sf raTiNr., 0? t^: in;^'^!!!''^! am städtäaohen 
Klektrizitüts werke su Minden i. W. Mit 106 in den Text gedruckten Figuren. 
[X u. 423 S.J gr. 8. 1902. geb. n. JC 18.— 
0eUastliin, Dr. Bernhard, OberU^hrer dpr Kaiserlichen Marincsi h ili .ru Kiel, 
mathematiacher Leitfaden mit bcBOudurer BerückäiLhti^'uug der 
Navigation. Auf YeraulaaBung der Kaiserl. Inspektion des Bildungswesena 
der l&nne bearbeitet Mit 884 tiguten im Tert [XI n. 460 S.J gr. 8. 1908. 
geb. ea. JC 8.60. 

1, O. iiTid J. A. Qmelner, thooretiache Arithmetik. In 2 Abteilungen. 
1 Abteilung. Zweite umgearbeitete Auflage der Abschnitte I — lY dea 
L Teilea der Yorlesungen über ellgemeine Arithmetik nm 0. Stols. A. u. d. 
T.t B. G. Teubnera Banimla&g tob Lehrbflchern auf dem Gebiete der 
UathematiaeheB Wiaeaneohaften mit EinacJünh ihr«: Anwendungen. 
Band lY, 1. cnr a. M 8.1 gft 8. 1801. geh. a. 8.40t LefanvanA geb. 
n. JC 8.— 

Wabar^ Dr. E., Privatdocent an der ümvertit&t München, Yorleaungen flbar 

das Pfaff'sfthf" Problem nnd die Theorie der partip^pn Differcntial- 
gleiüliiiagüu eiöter Orduang. A,u.d.T.: B.G.Teubaers Summiung von 
Lehrbüchern auf dem Gebiete der Mathematischen WisHoneakAftaB. 
Baad iL pUu.65« S.J gr. 8. 1900. In Leinwd. geb. n. JC 84.— 

Kam BaOagaa tob B. XaBlNMr ia Lelfaig, 



1 



IlkM. S. IM. Trothft, Tlilt« T«a, Di» MMMdwOMdioiiir. Tob ■. 

S. 166. ~ J(iC>innnn, E., 0. Hermes und J. Spfes, Granilrirs Jer EiporlmoritJÜ- 
phiaÜL, Ton H. B«m. 8. 168. — Amodoo, Fedarieo, Ahtm«Uea ^tüookn • 
Tm S» CMm. 8. 168. 



A. Aufffabon und Lsferütt«. 48 — 63. Ten S. Ä. B«rlil«a, Laiup«, W. Fr. Meyer, 

L. BMÜMliBta ira 

B. LOMMiwn. Z« SS (£(L JAMiMh) nn B. Mtmmimt. S. 171. — 2b M (U.B«Btn«} 

jva m, M m mtu ». 8. in. — Im 17 QB. Qultlfio««!) nm Hb TM«. & III 191 

S. OjiiftiMl HU Ih fluijtlojMh im wtfccrtlmlnii THmimiIiiHwi l. hMiwr» . . IVB 
0ag«mfii«rioMt 4tr Seriiner MathemOtMm CMMi^.* 'SiS' 

Fttnfte Sit: 26 Ffbrunr 1902 » 

Sechite Süibbc ub 19. Min 1902 M 

lor IhMito i«r tMMbuAnmmi^ Ym A. Aüw M 

Q|(k)kwiiD>cb«ebir«fb8a der Borliner M atbematiaeli«B ttM»lll«kftfi tm 

fOnfzici&liriffd DoVtorjabüSum d«t Herrn B. Dodekind 28 

iSh«t «luJytiieh* t'uiiktioaea und algebiaisclie Zahlen. Veo K« fl»Mk ..... 29 



JBingeUtufen si'nf? wrir? rwm Ahdr-ticJ: in den nächsten Tfeften gelangen Beiträgt der 

B. I. ItarititB, M. BMwr, €kr. Bn«l, O. BlcnnMB, K. Gw«4|iiBtkJ, 9t, BBslStet 
B« Htttaft Bi NriSf 8. 9Mtf WL ^tutttt^ B. BBCBtaMbd^ J> BBtaUiUif V. Bi^Mhif 
6. üetsciibcrir , J. Bora, ISd. Janlteh, T, I«ealtralie, L. Vvg, 1. KvHer, C. KSfiler, 
P. Kokott, II. KBhae, E. LaMpe, K. Lcmolne, H. LiebMaas, A. Loewy, W. Ladwlf, 
Pk. MacnnehtB, O. MiÜMB, MBttkleisca, Fr. Meyer, P. HlUn, C. Korea«, B. HlUar» 
B. iBctMkt 4* XMkwf , I. UBteM, a. rOMCM, B. 0»tta» B. Otter, W. HbMhv 
A, MHArfi^ B. lMllMk«% B. SMhIiwct» & r. MUkriV BiV. 

WttUtMMmt W.TdtiBBBa, 0. Waneaker«, J. Wt!iifart«a,f. 

H. WonB» tt. SmpMm, B. Zig«. 



Neuester Verlag von B. G. Teubiier in Leipzig. 

UMf Dr. Magdeburg, M&theiaatitfche Uttterhaltangen nnd Splttla 

rX n. 428 S.] gr. 8. 1901. In Original -Leinwandband mit Zeichming von 
r. BfiROK in DaimBtadL n. JC 10.—. (Aach in 8 H&lften broschiert, jed« 
B. Jt 6.-^ 

el, Dr. Clir., Dozent am Polytecbniknm in Zflricli, tlarstenoade Geomelrie. 
Mit einer Sammlnng von 1800 Dispovitioiieii an AufKabca aoa der datiteUendea 
OMopabfo. m ITM. {Xn«.lMa.] gfcS. IML LefmnHiA g»b. a. Jt 8.<B. 

t. H., Entwicklungen nach oscillirenden Functionen. A.Q. d. T.: 
jBtaxMbericht dar Deutschen ÜBttiBmatUwE-TareiDigaBg. X Bm^L 1. Hüllen 
[ms.] gr. 8. 1901. gell. JC B.M. 

Oantoor. MorltSy y<»rl«B«Bg«B ikhn Oeschiehie der MBthem»iilc b 

in. Band Von 1668—1758. 2. Aufl. Mit 147 in 4<B T«ifc ««dnwItB 

[X u. 92a S.J gr. 8. 1901. geh, n. 26.60. 

OtiArOf Kmesto, Vorlesungen über natürliche Gcometno Autoriaierto 
deutsche Ausgabe von Dr. ÜBh-iiAnü Kowalswskj Mit 24 in den Toit 



Figuren. \YU1 u. 841 B ] gr y. 1901. In Leinwand geb n 12 

Biekaoni ü., Fh. D., Asaistant Professor of Matbematica in the University ef 
OUoBgo, linear Oroups with an exposition of the Galois Field theozy. 
[XB.B1IS.] gcB. ItOl. (b «BsttNlMr fikpuMliB.] in iBfnr. geb. a. UK 11.^ 
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